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Prefacio 


La creación de los sistemas automatizados integrados modernos semejantes 
a los de proyección automatizada (SPA), de producción automatizada fle- 
xible (SPAF), sistemas automatizados de mando (SAM), sistemas automati- 
zados de investigaciones científicas (SAIC), es inconcebible sin la introduc- 
ción acelerada de los resultados del progreso científico-técnico, especial- 
mente de los logrados en la esfera de las matemáticas. 

Para crear y explotar los sistemas automatizados integrados, de uso en 
complejo, de procesamiento de la información y sus componentes (apoyo 
matemático, paquetes de programas aplicados, bancos distribuidos de los 
datos, sistemas incorporados de microprocesores, redes de trasmisión de 
los datos, sistemas con partición de recursos y procesamiento distribuido 
de la información) es necesario conocer la matemática discreta, cuya parti- 
cularidad principal es la ausencia del paso límite y la continuidad, lo que 
es característico para la matemática clásica. 

El libro comprende cinco capítulos e incluye las partes principales de 
la matemática discreta moderna: los sistemas algebraicos, la lógica matemá- 
tica, la teoría de grafos y mografos (hipergrafos), la teoría de autómatas 
y gramáticas formales, la teoría aplicada de algoritmos y el análisis de ca- 
racterización. Al final de cada capítulo se ofrecen problemas y ejercicios 
de dificultad distinta destinados para fijar los conceptos introducidos, algo- 
ritmos y construcciones examinados. El último capítulo se dedica a la parte 
central de la matemática discreta, es decir, al análisis de caracterización, 
la solución de cuyos problemas es la base en el diseño de los algoritmos 
óptimos y de apoyos eficientes matemático, de programas de información 
y técnico para los sistemas automatizados integrados, de uso en complejo, 
modernos de procesamiento de la información. 


El autor 
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El resultado final del trabajo del ingeniero matemático y del de sistemas 
es un algoritmo realizado mediante un procedimiento de programas, de 
aparatos o de programas y aparatos. La eficiencia de los medios de cálculo 
utilizados se define en grado considerable por la optimicidad del algoritmo 
elaborado, la cual se estima por la complejidad temporal y capacitiva. Co- 
mo complejidad temporal se toma el tiempo de trabajo del algoritmo, como 
capacitiva, la capacidad de memoria necesaria para resolver el problema. 
Las complejidades temporal y capacitiva son funciones de la dimensión 
del problema. Actualmente, debido a la amplia aplicación de la técnica de 
cálculo en las distintas esferas de la actividad humana, adquieren cada vez 
mayor importancia los cálculos sobre estructuras discretas, o sea, los cálcu- 
los combinatorios. Numerosas publicaciones se dedican a la investigación 
de algoritmos sobre estructuras discretas. 

El análisis de las dificultades habidas durante la búsqueda de algoritmos 
eficaces de la resolución de los problemas de la matemática discreta condu- 
jo a la enunciación del problema teórico y metodológico central de la mate- 
mática discreta, es decir, a la posibilidad de excluir el sondeo de variantes 
cuando se resuelven los problemas sobre estructuras discretas. Fue presenta- 
da la hipótesis que para una amplia clase de problemas de la matemática 
discreta, de interés para la práctica, no existe un algoritmo eficaz para resol- 
verlos y cuya densidad de trabajo sea una función polinomial de la dimen- 
sión del problema. Estos problemas forman la clase de los problemas NP- 
completos, cuya densidad de trabajo para resolverlos se estima por una 
función exponencial. Según esta hipótesis, los problemas de la dimensión 
real (equivalente a unas centenas) no pueden ser resueltos eficazmente, 
incluso mediante los ordenadores de generaciones futuras. En realidad, si 
imaginémonos un ordenador, para el cual los símbolos del sistema de cálcu- 
lo utilizado o de la lógica se simulan por los distintos estados de átomos, 
con la particularidad de que la masa del ordenador es igual a la de la Tierra, 
entonces, basándose en las leyes generales de la física este ordenador no 
podrá procesar más de 10” órdenes binarios de la información ni siquiera 
durante todas las épocas geológicas. Por lo contrario, resolviendo los 
problemas NP-completos de la dimensión real el volumen de la información 
procesada supera el valor de 10”. Este hecho suscitó el pesimismo entre 
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los matemáticos teóricos que centraron la atención principalmente en la 
investigación del nivel conceptual de la matemática discreta. Los especialis- 
tas en matemáticas aplicadas orientaron sus esfuerzos a diseñar algoritmos 
para resolver problemas de la matemática discreta, lo que se debe a la nece- 
sidad práctica del movimiento acelerado “desde el contenido del sentido 
físico de un problema hacia las construcciones algorítmicas” y, también, 
hacida un amplio empleo de los ordenadores. 


Al resolver el problema de reducción del sondeo de variantes existen 
grupos de algoritmos: heurísticos y de caracterización. Entre los heurísticos 
figuran algoritmos de la clase amplia a partir de los FBI-algoritmos (FBI 
significa fuerza brutal e ignorancia) hasta los “astutos”, “ávidos” y otros 
algoritmos heurísticos. El nombre de algoritmo corresponde al tipo de 
heurística que determina el procedimiento de la lucha contra el sondeo. 
Es imposible por principio estimar cómo dista la resolución obtenida por 
medio de un algoritmo heurístico de la calidad de resolución minimal en 
el sentido del valor de la funcional. Son libres de este defecto esencial los 
algoritmos de caracterización, cuya estructura fue propuesta por el autor 
en los años 60. A base de la caracterización de transformaciones combina- 
torias realizadas se puede hallar la resolución minimal sin buscar todas 
las resoluciones equivalentes, excepto su sondeo. El algoritmo de caracteri- 
zación de la resolución del problema consta de un procedimiento de forma- 
ción de la equivalencia y de la obtención real de la resolución, El primer 
procedimiento consiste en la transformación de la información inicial en 
la forma que permite, sin construir de hecho la resolución, calcular la fun- 
cional de su calidad. La densidad de trabajo de los algoritmos de caracte: 
zación para problemas prácticos se estima por las funciones polinomiales, 
cuya potencia no supera 3—5. Dos razones explican la divergencia de los 
resultados obtenidos por los matemáticos teóricos. En primer término, los 
matemáticos teóricos estiman la densidad de trabajo de los algoritmos de 
la resolución de un problema combinatorio por una dependencia exponen- 
cial, partiendo del peor caso que, como regla, es artificial y no tiene lugar 
en la práctica. En segundo término, ellos demuestran estimaciones asintóti- 
cas, es decir, consideran el paso límite cuando n —> œ (n es la dimensión 
del problema). Pero, en la práctica, la dimensión del problema es un valor 
finito. Por ejemplo, para obtener la estimación exponencial de la laboriosi- 
dad en la coloración de los vértices de un grafo arbitrario hay que basarse 
en conocer el número máximal f(n) de subgrafos vacios en un grafo de 
n vértices: 


3%, — n=0(mod3), 
fm) = 4 430798, n= 1(mod3), 
2-30-33, n= 2(mod3), 
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sín embargo, esta dependencia es válida solamente para los grafos de una 
clase única que son complementos de los grafos de Moon—Moser hasta 
los completos. La resolución de los problemas combinatorios no debe con- 
siderarse en general, sino tomando en cuenta la información concreta 
inicial. 


“Del mismo modo que el don de la palabra 
nos enriquece con opiniones de otras perso- 
nas, el lenguaje de los signos matemáticos es 
un medio todavia más perfecto, más exacto 

y claro, 


N. L Lobachevski 


CAPÍTULO 1 
Sistemas algebraicos 


§ 1.1. Conjunto, función, operación. 
Modos de su prefijación 


Cualquiera noción de la matemática discreta puede definirse empleando 
el concepto de conjunto. 

Por conjunto se comprende la unión, en un todo común, de los objetos 
muy diferentes por nuestra intuición o nuestro pensamiento. Esta definición 
intuitiva del concepto de conjunto fue dada por Cantor, fundador de la 
teoría de los conjuntos. En las matemáticas este concepto es primario y, 
por consiguiente, no tiene definición rigurosa que satisface las exigencias 
modernas. Los objetos que forman un conjunto los denominaremos ele- 
mentos del conjunto y, como regla, los designaremos con las letras minús- 
culas del alfabeto latino. Si el elemento pertenece al conjunto M utilizare- 
mos la denotación m € M, en caso contrario, la denotación m M, donde 
el signo de pertenencia de un elemento a un conjunto € es una estilización 
de la primera letra de la palabra griega £ozi (ser, estas). 

Un conjunto que contiene un número finito de elementos se denomina 
finito. Pero, si un conjunto no contiene cualesquier elementos éste se deno- 
mina vacío y se denota con Ø. 

Un conjunto puede ser prefijado mediante diversos procedimientos al 
enumerar los elementos (conjuntos finitos) o al indicar sus propiedades 
(con ello, para prefijar un conjunto se usan las llaves { )). Por ejemplo, 
el conjunto M de las cifras del alfabeto decimal puede estar planteado en 
la forma 


M= {0, 1, ... 9} o M = [i/i es entero, O < ¿<9), 
donde a la derecha de la raya inclinada se indica la propiedad de los elemen- 
tos de este conjunto. El conjunto M de los números pares puede escribirse 
en la forma M = {m/m es un número par}. 

El conjunto M’ se denomina subconjunto del conjunto M si, y sólo 
si, todo elemento del conjunto M” pertenece al conjunto M: 


M'CMo(meM' =meM), 
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donde C es el signo de inclusión del subconjunto; — es “si..., entonces. 
+ es “si, y sólo si..”. En particular, los conjuntos M” y M pueden coincidir. 

No inclusión del conjunto M” en el conjunto M se denota así: M” EM. 

Es obvio, que si el conjunto Me es un subconjunto del conjunto Mp 
y el conjunto Mp es un subconjunto del conjunto Ma, ambos estos conjun- 
tos constan de los mismos elementos. Tales conjuntos se llaman equivalen- 
tes: Ma = Mb. Pero, si el conjunto M” es un subconjunto del conjunto M, 
mientras que el conjunto M no es un subconjunto del conjunto M’, enton- 
ces el conjunto M’ se denomina subconjunto propio del conjunto M. Para 
designar este hecho utilizaremos el simbolo doble de inclusión de subcon- 
juntos C C, es decir, escribiremos M’ C C M. 

Para cada conjunto M existe un conjunto, cuyos elementos son los sub- 
conjuntos del conjunto M y sólo ellos. Tal conjunto lo denominaremos fa- 
milia del conjunto M o booleano de este conjunto y lo denotaremos con 
B(M), mientras que el conjunto M se denominará universal, universo O 
espacio y se designará con 1. 

Examinemos la formación del booleano B(1) de un universo 1 = (% 
x, a). El primer conjunto es el conjunto vacío Ø que no contiene ningún 


elemento. Después formemos ( m ) [( H ) , es decir, el número de com- 


binaciones de |t] elementos tomados 1 a 1 | de los conjuntos que contienen 
un elemento cada uno, luego (1) conjuntos, cada uno de los cuales 


contiene dos elementos, ..., y, por fin, el conjunto que contiene todos los 
elementos del conjunto 1. Aquí, |M| es el número de elementos del conjunto 
finito M, lo que en adelante denominaremos potencia de un conjunto. 

Evidentemente que la potencia |B(M)| de un booleano de un universo 
M es igual a 2141: 

IBANI = 24%, 
En el caso examinado 

BM = (1D (y), (x), fa), (9% x}, ta x), la y}, [» x% alj. 
Frecuentemente, un conjunto se prefija también en forma gráfica con auyda 
de diagramas de Euler. Por ejemplo, en la fig. 1.1 se expone el conjunto 
[ta, b, c), {b, d, e}) en el espacio 1 = (a, b, c, d, e), donde la línea 
cerrada llamada círculo de Euler corresponde a uno de los conjuntos consi- 
derados y limita sus elementos, con ello, el marco, en cuyo ángulo superior 
derecho se situa 1, limita los elementos del espacio. Otras formas de prefijar 
los conjuntos se examinarán a medida que sea necesario. 

Uno de los conceptos importantes de la teoría de los conjuntos es el 
concepto del producto cartesiano de conjuntos. 
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Fig. 11 


Un conjunto M de tipo 
M = ((m;, m;)/m, € Ma, m,€ Mb) 


se denomina producto cartesiano Ma X Mp de los conjuntos Ma y Mp. Aquí 
y en adelante mediante los paréntesis ( ) se denota una sucesión, es decir, 
un conjunto con el orden fijado de elementos. 

El subconjunto F C M; X My se llama función, si para cada uno de 
los elementos x, x€ M, no existe más de un elemento y € M, de tipo (x, 
y) €F; con ello si para cada elemento x existe un elemento y de tipo (x, 
y) €F, la función se denomina completamente definida (definida en todos 
los puntos), en caso contrario, parcialmente definida (incompletamente de- 
finida). El conjunto M; forma campo de definición de la función F, el con- 
junto My es el campo de valores de la función F. Frecuentemente, en vez 
de la denotación (x, y) € F, se utiliza la denotación y = F(x); en esto caso 
el elemento x se llama argumento o variable, mientras que y se llama valor 
de la función F. 

Comparemos con el producto cartesiano de dos conjuntos un retículo 
rectangular, cuyos nodos corresponden biunivocamente a los elementos del 
producto cartesiano. En las figuras el subconjunto del producto cartesiano 
señalemos rayando los elementos respectivos. 

Ejemplo 1.1. En la fig. 1.2 (a) está representado un subconjunto del producto cartesiano 
de los conjuntos Ms = fxi, 33, Xy, xa] y M, = Ly, Ya, Y3) que no es función; en la fig. 
1,2 (b), un subconjunto que es una función completamente definida; en la fig. 1.2. (b), un 
subconjunto que es una función completamente definida; en la fig. 1.2 (c), un subconjunto 
que es una función parcialmente definida. 

El número de argumentos determina el fipo-ádico de la función. Ante- 
riormente han sido examinados las funciones monádicas (de un 
argumento). 

Por analogía con el concepto del producto cartesiano de dos conjuntos 
definamos el producto cartesiano de n conjuntos. 

Llámase producto cartesiano. 

Mix Mı X... X M= J] Mi 


de los conjuntos Mı, Ma, . Mha el conjunto 
M= ((M, Mi, -., Mi)/mi, € Mi, Mi € Ma, 


s MEMn). 
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Fig. 1.2 


Los elementos del producto cartesiano Mı X M2 X Mn son todas las po- 
sibles sucesiones, cada una de las cuales consta de n elementos, con la parti- 
cularidad de que el primer elemento pertenece al conjunto Mi, el segundo, 
al conjunto M»,..., el elemento n-ésimo, al conjunto Ma. 

Si el conjunto Ms en la definición de la función y = F(x) es el producto 
cartesiano de los conjuntos Ms, Ma, - - „ Mz, obtenemos la definición de 
la función n-ádica y = F(x1, X2, - - - Xn). Un caso particular de la función 
mádica y = F(Xi, Xz, « - + Xu) es la operación n-ádica. Por operación n- 
ádica O, en el conjunto M se comprende una función n-ádica y = F(x1, 
X2, . -u Xa), cuyos campos de definición de los argumentos y el campo 
de valores de la función coinciden: My, = Mz, = . . . = Mz, = My. De este 
modo, una operación n-ádica respecto a n elementos del conjunto M deter- 
mina el elemento (1 + 1)-ésimo del mismo conjunto. 

Examinemos el espacio 1 y, en él, definamos cuatro operaciones sobre 
conjuntos: unión, intersección, diferencia y complemento. 

La unión M¿U Mp de dos conjuntos Ma y Mp es un conjunto M com- 
puesto de los elementos del conjunto Me y de los elementos del conjunto 
Mo: i 


M = MoUM» = 1mi/m¡€ Ma, Mb). 


La intersección MaM Mo de dos conjuntos Ma y Me es un conjunto M 
compuesto de los elementos pertenecientes tanto al conjunto Ma, como al 
conjunto Mp: 


M=M¿NM» = [mi/m,€ Mo y m€ Mob; 


a menudo la conjunción “y” se sustituye por el signo de 
M = M:N Mo = (m/m, € Ma & m; € Mo). 
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Fig. 1,3 


La diferencia Ma N Mp de los conjuntos Ma y Me es un conjunto M 
compuesto de los elementos pertenecientes al conjunto Ma y no pertene- 
cientes al conjunto Mp: 


M = Ma N Mp = (m/m, € Ma & mi $ Mb}. 


Las operaciones introducidas son binádicas. Consideremos la operación 
de complemento que es monádica. 
El complemento M de un conjunto M es el conjunto 


M = {m/m $M}. 


Las operaciones de unión, intersección, diferencia y complemento se 
ilustran en la fig. 1.3 (a, b, c y d), respectivamente; el conjunto resultante 
de cada operación está representado mediante una zona rayada. 

Empleando estas operaciones se puede expresar unos conjuntos por me- 
dio de otros, con ello, en primer lugar, se cumple la operación monádica 
de complemento, luego la de intersección y sólo después la de unión (de 
diferencia). Para cambiar este orden en la expresión se emplean los 
paréntesis. 

Ejemplo 1.2. Examinemos la operación de complemento de un conjunto que es la inter- 
sección de los conjuntos Ma y Mp. Su resultado coincide con la unión de los complementos 
de estos conjuntos 

M= MOM) = Me U Mo; 
se puede cerciorarse de esto con ayuda de los diagramas de Euler (fig. 1.4). 

De tal modo, un conjunto puede ser prefijado mediante una expresión 
que tiene identificadores (indices) de conjuntos, operaciones y, tal vez, pa- 
réntesis. Semejante modo de prefijar un conjunto se llama analítico. 
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$ 1.2. Concepto del álgebra. Álgebras fundamentales 


Llámase álgebra A una colección { ) del conjunto M con operaciones 
prefijadas en éste S = (fis, fiz» --- fino Las, faz ~- + Sons >>» Sw Sm 
+ fmnx), A = <M, S}, donde el conjunto M es el portador y S es la sig- 
natura del álgebra. El primer índice inferior del identificador de la opera- 
ción señala su tipo-ádico. 

Observación. Para identificar un todo único que contiene objetos de 
distinta estructura matemática, por ejemplo, un conjunto y operaciones en 
él, se propuso utilizar el término colección y designarlo con los paréntesis 
angulares €). 

Consideremos álgebras fundamentales. El álgebra de tipo (M, fı} se 
denomina grupoíde. 

Si fa es una operación de tipo de multiplicación (X), el grupoide se 
llama mudtiplicativo; si fz es una operación de tipo de adición (+), se llama 
aditivo. 

Sea A = (M, J2) un grupoide; designemos la operación f} mediante 
e, Entonces un elemento e € M se denomina elemento neutral derecho del 
grupoide A, si para cualquier m € M se cumple la igualdad m o e = m; el 
elemento e € M del grupoide A = (M, +) se denomina elemento neutral 
izquierdo, si para todos los m € M se cumple la igualdad e. m = m. En 
estas definiciones se utilizaron las expresiones “todos los elementos”, “cual- 
quier elemento”. En adelante, para abreviar, emplearemos el simbolo v (la 
letra volcada A, la primera letra de la palabra inglesa All, es decir, todo) 
en vez de las palabras “todos” o “cualquier”. Si un elemento e, e € M, del 
grupoide A = (M, +) es simultáneamente elemento neutral izquierdo y de- 
recho, se llama elemento neutral bilateral o simplemente elemento neutral. 
Ningún grupoide puede tener más de un elemento neutral. En efecto, si 


mee=eom=mymee' =e' em=m 
es válido para todos los m € M, entonces 


e =e eze 
Si el grupoide (M, » ) es multiplicativo, el elemento neutral se llama unidad 
y se denota por 1; si es aditivo, el elemento neutral se llama cero y se designa 
por 0. 

El grupoide A = (M, +) se denomina idempotente, si su signatura satis- 
face la ley de idempotencia 


(vm € Mim em = m). 
El grupoide (M, e), cuya signatura satisface la ley conmutativa, 
(Vx, y EMMA ey = yox), 
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se denomina conmutativo o abeliano. El grupoide (M, 
cumple la ley asociativa, < 

(Vx y ZEMXKX e O ez) = (x ° y) o z), 
se denomina asociativo o semigrupo. 

El semigrupo (M, +), en el cual se cumplen operaciones inversas (para 
cualesquiera a, b € M cada una de las ecuaciones a + x = b, yo a = b tiene 
solución única), se llama grupo. 

Hustremos este concepto de grupo tomando como ejemplo un grupo de sustituciones 
Que contiene seis elementos. El grupo de sustituciones fue investigado, resolviendo ecuaciones 
en radicales, por Galois, célebre matemático francés. Llámase sustitución de n-ésimo grado 
una aplicación biunivoca de un conjunto de n elementos sobre sí. 

Consideremos tres elementos: x+, X2, xs. Existen seis permutaciones de tres elementos: 


ANKI, A2X0X1, XIXE, XXII, X2X1Xo, Apxox1. Escribamos dos permutaciones de tres elementos 
una debajo de otra: 


ES 
Aa XI XA 
Esta denotación significa que xı, pasa en Xa, Xz €n Xy, Xy en xi 


El mimero de posibles sustituciones equivale al número de permutaciones, Introduzcamos 
las siguientes designaciones para seis sustituciones posibles: 


e A (EU CES 
noa a no CEDIES 
a- CE a a) ya (1am 
nm)" aaa) Dan 
Introduzcamos la operación de multiplicación x sobre las sustituciones. Se denomina 


producto de sustituciones una sustitución obtenida como resultado del cumplimiento sucesivo 
delas sustituciones multiplicadas, de la primera, at inicio, y, luego, de la segunda. Por ejemplo, 


2 xa moa a 
exb x - =e 
a xo», noa, CEE 


La tabla 1.4 determina la expresión æ x ĝ, æ, 8 = a, b, c, d, e f. 


, en el cual se 


Tabla 11 

a b e d e $ 
a a b e d e f 
b b a d e S e 
E c e a $ b d 
d d £ b e a € 
e e c Es a d b 
£ f d e b c a 


2—6577 
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En el álgebra considerada (M, x) se cumple la ley asociativa, pero no se cumple la 
ley conmutativa. 


El álgebra (M, X, +) que según la multiplicación es el grupoide mul- 
tiplicativo y según la adición, el grupo abeliano, con la partificularidad 
de que la multiplicación y la adición están ligadas mediante las leyes 
distributivas 


ax(tb+c=axb+axc, 
(b+cxa=bxa+cxa 


se denomina anillo. Un anillo, en el cual todos los elementos diferentes 

de cero componen un grupo según la multiplicación se llama cuerpo. Un 

cuerpo, cuyo grupo multiplicativo es abeliano, se denomina campo. 
Examinemos el álgebra de conjuntos (álgebra de Cantor) 


Ak = (BM), U, N, =), 
cuyo portador es booleano de un conjunto universal 1 y cuya signatura 
son las operaciones de unión U, de intersección N y de complemento —. 


Para las operaciones del álgebra de Cantor se cumplen las siguientes leyes: 
conmutativa de unión y de intersección 


MUM = Mb UMa, Ma N Mo = MoN Ma; 
asociativa de unión y de intersección 

Ma U(Mb U Me) = (Ma U Mb) U Me, 

Mi N (MoN Me) = (MNM) N Me, 


distributiva de intersección respecto a la unión y de unión respecto a 
la intersección 


Mi N (MoU Me) = MaN Mb UMa N Me, 

Ma U (MoN Me) = (Ma U Mo) N (Ma U Mo); , 

de idempotencia de unión y de intersección 

M¿UMa = Ma, Ma Mo = Ma; 

de operación con los conjuntos universal 1 y vacio Ø 

MUZ =M, MNO = Ø, MU1=1, MN1 =M, MUM=1, 
MAM = Ø; 

propuesta por De Morgan 

MNM = MaUMo, M, UMs = Ma N Mo 

y de complemento doble 

M =M. 

El álgebra de Cantor es un semigrupo abeliano según la operación aditiva de unión y 


multiplicativa de intersección, ya que para estas operaciones se cumplen las leyes conmutativa 
. pero no es un grupo, dado que las ecuaciones M. U X = Mp, Ma NX = Mp no 
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tienen soluciones, por ejemplo, para el caso cuando los conjuntos no se intersecan: 
Ma Mo = ©. Por consiguiente, el álgebra de Cantor según las operaciones binádicas U y 
N no es un anillo, Esta álgebra pertenece a otra clase de álgebras fundamentales, O sea a 
la clase de retículos que se examina a continuación. 


$ 1.3. Relaciones binarias, procedimientos de su planteamiento 
y sus propiedades 


El concepto fundamental de la matemática discreta es el de relación que 
se utiliza para designar Ja ligazón entre objetos o nociones. 

Llámase cuadrado del conjunto M el producto cartesiano de dos con- 
juntos equivalentes entre sí: M Xx M = M?. Se denomina relación binaria 
T en el conjunto M un subconjunto de su cuadrado: T C MÊ, Se dice que 
los elementos m: y my están en relación T, si (m, m;) € T. La coleccción 
del conjunto M y la relación binaria 7 C M?, prefijada en él, se denomina 
grafo G: 

G=(M T}, 


donde M es el portador del grafo (conjunto de los vértices); T es la signatu- 
ra del grafo (conjunto de los arcos). 

Consideremos el planteamiento de la relación binaria empleando una 
matriz de adyacencia y un conjunto cociente. 

En el planteamiento matricial se emplea una tabla de dos dimensiones, 
es decir, la matriz de adyacencia, poniendo un elemento del conjunto M 
en correspondencia biunívoca a cada fila (columna) de la misma. Entonces 
cada célula (i, j) corresponde biunivocamente a los elementos del conjunto 
M?. Una célula (i j) que corresponde a un elemento perteneciente a 
TC M? se distingue de algún modo, por ejemplo, la dejan ennegrecida 
o con una unidad puesta en ella; las otras células se quedan blancas o con 
ceros inscritos en éstas. 

Consideremos un esquema en bloque, propuesto por von Neumann y perteneciente a 
un ordenador que consta de un conjunto de dispositivos 

M= ja, b, c, d, el, 
donde a es un dispositivo de entrada, b es un dispositivo aritmético (procesor), c es un bloque 
de mando, d es una unidad de memoria y e, es un dispositivo de salida. 

Examinemos el cambio de información entre los dispositivos m y m, que están en la 
relación 7, si la información pasa del dispositiva m, en el dispositivo m. Esta relación puede 
ser prefijada en forma de una matriz de adyacencia: 


abcde 
| O i 11 Oj a 
curii b 
B= 11913 e 
dd 3 ea d 
00.1 00[e 
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ad 


an? 
pe 
mo à m 
a) o) Y 
Fig. 1.5 Fig. 1.6 


El grafo G, que se prefija mediante la relación 7 examinada, se ofrece 
en la fig. 1.5. En esta figura (y también en adelante) los vértices del grafo 
se representan en forma de círculos (a veces, de puntos), los arcos, en forma 
de flechas que salen de m y entran en my, si (m, m;) € T con ello, el vértice 
m es el origen de arco y el my, su fin. 

Consideremos el planteamiento de la relación binaria empleando el con- 
junto cociente. 

Llámase entorno de radio unidad del elemento m; € M un conjunto de 
elementos m€ M tales que (m, m)€ T, T C M?. A menudo en vez del 
término entorno de radio unidad se utiliza el término sección. 

Un conjunto de entornos de radio unidad tomados para todos los ele- 
mentos del conjunto M, al prefijar en él una relación T C MÊ, se denomina 
conjunto cociente M/T del conjunto M respecto a la relación 7. El conjun- 
to cociente M/T determina completamente la relación T: 


Prefijemos el conjunto cociente para el ejemplo considerado en forma de dos filas. En 
a primera se colocan los elementos del conjunto M, en la segunda debajo de cada elemento 
se anota el entorno de radio unidad de éste. Entonces, la segunda fila prefija el conjunto 
cociente de M respecto a T? 


a b e d e 
11d, e, d) 1c d, el ta, b, d, e) {h & ej lejl 


La relación binaria prefijada por el grafo G = (M, 7) (fig. 1.5) puede ser planteada 
mediante la enumeración de sus arcos: 

M= (a, b, & d, e), T= ia, b), (a €), (a d), (b, c), 

6, e), (b. d), (c a), (& b) (e, d), (6 0), (d. 0), (d. b) 

(d. e), (e o). 


Examinemos las propiedades más importantes de las relaciones 
binarias. 

Una relación T en el conjunto M se llama reflexiva, si para cada elemen- 
to m € Mes válido que (m, m) € T. Al prefijar la relación mediante la matriz 
de adyacencia, el carácter reflexivo se caracteriza por el hecho de que todos 
los elementos de la diagonal principal están marcados (equivalen a 1 o son 


$ 4.3. Relaciones binarias 2 


Fig. 1.7 


ennegrecidos); al prefijar la relación por medio del grafo, cada elemento 
tiene lazo, es decir, arco de tipo (m, m) (fig. 1.6, a). 

La relación T' en el conjunto M se llama simétrica si de (mu, my) € T 
se desprende (my, Mi) € T; mx my. 

La matriz de adyacencia de la relación simétrica es simétrica respecto 
a la diagonal principal, mientras que al prefijar la relación en forma del 
grafo la consecuencia del carácter simétrico es que entre cualquier par de 
vértices, que se encuentran en la relación 7, existen dos arcos dirigidos 
contrariamente (fig. 1.6, b). 

La relación T en el conjunto M se llama transitiva, si de (m, my) € T 
y (mj, mx) € T se desprende (mu, Mx)E T; Mi, My, Mx € M; Mi 2% Mj, Mi 7% Mk, 
mj 7 mk. 

En el grafo, que prefija una relación transitiva 7, para cualquier par 
de arcos tales que el extremo del p 
existe un arco tercero que tiene origen común con el primero y extremo 
común con el segundo (fig. 1.6, c), o sea el arco de cierre transitivo. 

La relación T” prefijada por el grafo parcial G’ del grafo G (véase la 
fig. 1.5) se hace simétrica una vez quitados los arcos (a, b), (a, d), (b, e) 
y (d, e). 

Se denomina grafo parcial G’ del grafo G = <V, U) el grafo de tipo 
G'=(H, U'), U'CU 

La relación T”, prefijada mediante el grafo' parcial G” del grafo G 
(fig. 1.5) obtenido una vez quitados todos los arcos, excepto (a, b), (a, d), 
(b, e) y (d, e) (fig. 1.7, a) no posee propiedades del carácter simétrico (0), 
ni del reflexivo (9), ni del transitivo (7). Apreciemos a cuál de estas pro- 
piedades se aproxima más la relación T”. La proximidad A(T, œ) de la 
relación T a la propiedad « la apreciaremos por el número mínimal de 
arcos que hay que quitar o agregar al grafo que plantea esta relación, para 
que este grafo prefije la relación T que posee la propiedad œ, œ = o, Q, 
y. Para el ejemplo examinado (fig. 1.7, b). 


A(T”, 0)=4, A(T", e) =4, A(T", y) =1. 


Empleando estas propiedades definamos la relación binaria de ordena- 
ción que tiene gran importancia teórica y práctica. 
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Fig. 1.8 
La relación binaria R en el conjunto M, la que tiene las propiedades: 


reflexiva 

(va€ M) ((a, a) € Ry 

antisimétrica 

(va, be M) (((a, b)ER y (b, a) ER) + a = b); 
transitiva 

(va, b, cé M) (a, b)ER y (b, c) €R)“ (a, c) €R), 


se llama relación de ordenación y se designa con <. La relación binaria 
en el conjunto M es antirreflexiva, antisimétrica y transitiva llámase rela- 
ción de ordenación estricta y se designa con <. La relación reflexiva y 
transitiva R en el conjunto M se denomina relación de suborden, 

Examinemós la relación de inclusión C. Es reflexiva: M; C M; (el con- 
junto M; incluye a sí mismo); si M; C Mj y M; C Mi, entonces M; = Mj 
y, por consiguiente, ésta es antisimétrica; si M; C Mj y Mj C Mx, entonces 
Mi C Ma y la relación C es transitiva. La relación de inclusión C es la 
de ordenación <. Un conjunto M, con la relación de ordenación < prefija- 
da en él, se llama ordenado mediante esta relación. 

Si cualesquiera dos elementos m; y my de un conjunto ordenado están 
en la relación de ordenación mm; < m; o my < m; este conjunto se denomina 
linealmente ordenado, es caso contrario, parcialmente ordenado. 

Un ejemplo del conjunto parcialmente ordenado se ofrece en la fig. 
1.8 (como relación < se examina la relación de inclusión C). 

Con frecuencia un conjunto parcialmente ordenado se representa en for- 
ma de grafos H = (Y, <) que tienen omitidos todos los lazos y arcos de 
cierre transitivo. El grafo H = <V, <) que prefija un conjunto parcialmen- 
te ordenado con los lazos alejados y los arcos de cierre transitivo omitidos 
se denomina diagrama de Hasse H. En la fig. 1.9, a se representa el diagra- 
ma de Hasse H que expresa el conjunto parcialmente ordenado mostrado 
en la fig. 1.8. El diagrama de Hasse es conocido desde fines del siglo XIX 
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y durante muchos años se aplicaba en la genealogía para prefijar el paren- 
tesco. El concepto de mayor directo se plantea con facilidad en un conjunto 
parcialmente ordenado por la siguiente definición: m, cubre my, esto signifi- 
ca que mj < m; y no existe ningún elemento m, tal que mj < Mr < Mi. 

Consideremos el subconjunto M” del conjunto ordenado M. Si existe 
un elemento mo € M tal que m; < Ma para cualquier elemento m; del sub- 
conjunto M”, este elemento se denomina mayorante del subconjunto M’. 
De modo análogo, si existe un elemento mpg € M’ tal que ma < m, para 
cualquier elemento m; del subconjunto M’, el elemento mg se llama meno- 
rante del subconjunto M”. En el diagrama de Hasse H (fig. 1.9, a) el ele- 
mento {x} es la menorante del subconjunto ((» x}, la, x}, (3, x, a)), 
el elemento (a, x) es la mayorante del subconjunto (fx), (a), Ø}. 

Si la mayorante Ma de un subconjunto M’ pertenece a M’, m éM’, 
se llama elemento maximal Max de este subconjunto. De modo análogo, 
si la menorante mg de un subconjunto M’ pertenece a M’, ma € M”, se 
denomina elemento minimal Mwin del subconjunto M’. En el diagrama de 
Hasse H (fig. 1.9, a) los elementos minimal y maximal del subconjunto 
tlx), (yx), la x}, 13 x a}] son {x}, {3 x, a), respectivamente. Para 
un par de elementos de un conjunto linealmente ordenado siempre existen 
elementos maximal (equivalente a uno de ellos) y minimal (equivalente al 
otro elemento). Un par de elementos de un conjunto linealmente ordenado 
se llaman con frecuencia comparables, o sea, elementos m, my, para los 
cuales sm; < m, o mj < mi 

Si un conjunto de mayorantes (menorantes) tiene, a su vez, elemento 
maximal (minimal), llámase cota superior (inferior) del subconjunto M' 
y se denota por medio de sup M’ (inf M’). 

La cota superior (inferior) del subconjunto M’ que pertenece a M” se 
denomina elemento máximo (mínimo) del subconjunto M’. 

Teorema 1.1. Un conjunto ordenado M no contiene más de un elemento 
máximo (mínimo). 

© Demostremos el teorema para el caso de elemento máximo. Efectiva- 
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mente, si ma, ms son dos elementos máximos, Ma < Mp Y Ma < Ma, de 
donde ma = mg debido a la antisimetría de <. Para el elemento mínimo 
la demostración es análoga. m 

Si el elemento máximo de un conjunto ordenado M existe, lo denomina- 
remos unidad y denotaremos por medio de 1. Si el elemento mínimo de 
un conjunto ordenado M existe, lo denominaremos cero y denotaremos por 
medio de 0. 

En una familia ordenada del conjunto M el conjunto vacío corresponde 
al elemento cero y M, al elemento unidad. 

Un elemento que cubre 0 en el conjunto parcialmente ordenado M, es 
decir, el elemento minimal en un subconjunto del conjunto M obtenido 
por medio de excluir 0, se denomina átomo o punto. Al prefijar una familia 
del conjunto M por un grafo al punto (átomo) se le corresponde un elemen- 
to del universo. 

Por isomorfismo entre dos conjuntos ordenados M y M* comprendere- 
mos una correspondencia biunivoca y entre M y M*, tal que de m; $ my 
se desprende n(m;) < n(m;) y de y (ms) < nim) se desprende m < my. 

Dos conjuntos ordenados M y M* se denominan isomorfos si, y sólo 
si, entre ellos existe el isomorfismo. 

Por relación R inversa de R se comprende una relación tal que (MM, 
mp €R si, y sólo si, (mj, mi) ER. 

Principio de dualidad. La relación inversa de la relación de ordenación 
también es la relación de ordenación. 

Se llama dual el conjunto parcialmente ordenado M el conjunto parcial- 
mente ordenado M definido sobre el mismo portador empleando la relación 
inversa. En la fig. 1.9 (b) se ofrece el diagrama dual al diagrama de Hasse 
(fig. 1.9, a). Muchas veces el principio de dualidad se formula del modo 
siguiente: si el teorema es válido para los conjuntos parcialmente ordenados 
también es válido su teorema dual. 

Es evidente que el subconjunto M’ del conjunto ordenado M es el con- 
junto ordenado y si es lineal, el subconjunto M” es cadena M’ en M. Una 
de las características numéricas importantes de la cadena M’ es su longitud 
l igual a [M'| — 1, donde |M” | es la potencia del portador del subconjunto 
linealmente ordenado M’ . Cada cadena de longitud / es isomorfa a la cade- 
na de los números reales 1, 2, ..., Z+ 1. 

Llámase altura d(sm,) del elemento m de un conjunto ordenado M el 
máximo de la longtitud /,,,, de las cadenas mo < mi < . . . < men M, 
para los cuales my; es el elemento máximo (7mo es el elemento mínimo del 
conjunto M). 

Se llama longitud d(M) de un conjunto ordenado M el máximo de lon- 
gitudes de las cadenas en M. En otras palabras, se llama longitud d(M) 
de un conjunto ordenado el máximo de alturas d:(m;) de sus elementos 
dM) = máx (m), mi €M. 
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Se denomina cota superior mínima wna cota superior que es menor que 
cualquier otra cota superior. La cota inferior máxima se define de manera 
análoga. Es obvio, que un subconjunto de un conjunto ordenado no tiene 
más de una cota superior mínima y una cota inferior máxima. 

Otra relación binaria importante es la relación de equivalencia œ. La 
relación binaria œ que posee propiedades reflexiva, simétrica y transitiva 
se llama relación de equivalencia. 

Denominaremos clase de equivalencia K(ma) del elemento ma un con- 
junto de todos los elementos /m;, cada una de los cuales está en relación 
de equivalencia con este elemento (conjunto de elementos equivalentes) 
K(ma) = (m,/mico ma}. 

Según la propiedad reflexiva de la relación co, ma € K(ma). De la pro- 
piedad transitiva de la relación de equivalencia (ma œ> mp) & (ma co me) — 
> ma œ me se desprende que K(ma) > K(ms) y de la propiedad simétrica 
se deduce que ma © my — K(ma) = K(mo). 

Las dos clases de equivalencia diferentes K(m,) y K(my), m my, no 
se intersecan: K(mx) N K(m,) = Ø, ya que en caso contrario éstas coincidi- 
rían. En efecto, sea que existe un elemento m perteneciente a estas clases: 
mz € K(my) y K(m,), pero entonces, debido a las propiedades dadas ante- 
riormente, K(m+) = K(m¿) = K(my). O sea, si existe un elemento m perte- 
neciente a dos clases de equivalencia K(m,) y K(my), entonces 
K(m:) = K(my), lo que se puede escribir como 

(3m: € K(m:), Ktmy) > Km.) = Kim), 
empleando la designación 3 en lugar de la palabra “existe” (3 es la primera 
letra vuelta de la palabra inglesa Exisf, es decir, existe). 

La representación del conjunto M en forma de subconjuntos que no 
se intersecan dos a dos [M4] la denominaremos partición de este conjunto: 

VAEA MOM, = D, ia % lo. 


Por lo tanto, las clases de equivalencia forman una partición del conjun- 
to. En calidad de prueba para reconocer la relación de equivalencia, prefija- 
da por una matriz de adyacencia, puede aparecer la reducción de la matriz 
de adyacencia a la forma representada en la fig. 1.10. Tal reducción se reali- 


Fig. 1.10 
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za empleando la permutación de filas (columnas). En la fig. 1.10, se situán 
junto a la diagonal principal las submatrices compuestas de unidades (están 
rayadas), los otros elementos de la matriz son iguales a cero. Toda submatriz 
rayada corresponde a una clase de equivalencia. 


$ 1.4. Retículo 


Al usar la noción del conjunto parcialmente ordenado, definamos el con- 
cepto del retículo. Llámase retículo un conjunto ordenado (M, <), en 
el cual cualesquiera dos elementos m;, m, tienen cota inferior máxima o 
intersección m,( my y cota superior mínima o unión m,Umy. Es obvio, que 
el conjunto ordenado M, dual al retículo M, es el retículo, en el cual la 
intersección y la unión cambian de papeles. 

Un conjunto ordenado, en el cual cualquier subconjunto tiene cotas 
inferior máxima y superior mínima se denomina retículo completo. Eviden- 
temente, si en retículo todas las cadenas son finitas, cualquier subconjunto 
en éste tiene cotas superior mínima e inferior máxima. 


En calidad de ejercicio hallemos la intersección y la unión de 
determinado por el diagrama de Hasse # (véase la fig. 


tos elementos del retículo 


DIUI) = 1% xl, 149 = 1, 
WIA la, y) = bi anta = D 
f» x) Nta x)= lxi, (y)U la x} = L 


El retículo puede ser definido también como el álgebra A = (M, U, 
N), cuya signatura posee las siguientes propiedades: 


idempotente 

mUm =m, mìm = m; (1.1) 
conmutativa 

mÚm = m0Om;, mOm = mA m; (1.2) 
asociativa 

(mU m) Um = mU (mU ms), as 
(MOm)Om = mO(mQ mi); i 
de absorción 

MU(mNm) = m, mA(mUm;) = m. (1.4) 


Aqui U és la operación de determinar la cota superior mínima de elementos 
(de unión); N es la operación de determinar la cota inferior máxima de 
elementos (de intersección). 

Ahora demostremos que las dos definiciones del concepto retículo son 
equivalentes. Supongamos que sea dado un retículo definido por medio 
de un conjunto parcialmente ordenado. Entonces, es obvio, que se cumplen 
las propiedades idempotente y conmutativa. Comprobemos si se cumple 
la propiedad asociativa, por ejemplo, para la unión U. Como U es una cota 
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superior mínima, se tiene 
(miU mp) Umi > m Um; > Mi, 
(m¡Um)Ume > mU m; > my, 
(miU m) Uma > meo 

De modo análogo tenemos: 
(m¡ Um) Um > mU me, 
(mU m) U me > miU (mU mp), 
miU (mj U my) > (miU mi) U mk. 


La propiedad asociativa queda demostrada. 
Demostremos la validez de la propiedad de absorción: 
mU(mOm) > m, 


ya que el resultado de la unión es la cota superior mínima; m; < mi, 
mi > m¡Nm, puesto que m;N my es la cota inferior máxima. Entonces, 
m; > m¡U(m¡N my), porque U es la cota superior mínima. Debido al princi- 
pio de dualidad, la afirmación es válida también para la intersección. 

Ahora, sea que el retículo está definido como álgebra con operaciones 
N y U que satisfacen las condiciones (1.1)—(1.4). Señalemos de antemano 
que si my, m,€ M, entonces las igualdades 


mAm = m, m Um; = m; (1.5) 


pueden o no pueden cumplirse simultáneamente. En efecto, si m; Om; = mM, 
debido a las propiedades (1.4) y (1.2) se tiene 


mUmy = (mOm) Um = m; 


si mUm; = mj, según (1.4) mOm, = mN (MmU m) = m 

Si para los elementos /m; y my tienen lugar las igualdades (1.5), pongamos 
mi < my. De esta manera, en el conjunto M está introducida la ordenación 
parcial. En efecto, en virtud de la propiedad (1.1), m; < my. 

Luego, si m; <S m; y m< Mk, O sea miNmj= m, MNM: = Mp 
entonces debido a la propiedad (13) mm; Nme = (m Om) Nm = 
= mNONNAM) = mm, = m, es decir, m < me. 

En fin, si m; < m; y mj < mi, O sea, m Nm = m, miN m: = mj, según 
la propiedad (1.2), mm; = my. 

Demostremos que se cumple la condición de la cota inferior máxima. 
De la igualdad (m Am) Am = mAN m) = (mNm) Am = mN m 
se deduce que Mm, < mi. De modo análogo tenemos m Nm; < my. 

Sin embargo, si en M tomamos un elemento arbitrario Ma que satisface 
las condiciones Ma < Mi, Ma < Mj, O SCA, MaN Mi = May Ma NMj = Mas 
se tiene Ma N(M: NM) = (MAM) NM = MNM = Ma, de donde MaS 
< mim. Por consiguiente, el elemento miMmy es la cota inferior 
máxima. 
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En virtud del principio de dualidad obtenemos que mU my es la cota 
superior mínima en el álgebra a examinar. 

En calidad de ejercicio calculemos el valor de cierta fórmula F considerando el retículo 
como et álgebra. Tenemos 

Fla, b) = (aN (a UDIN aU aN OYN aUa = (aN (aN {a Ub) VO4.= 

= (aMaJUOVa = aU0Ua = aUa = a. 

Al simplificar F(a, b) habían empleadas las propiedades (1.4), (1.1) y (1.2). 

Aqui y a continuación denominaremos cero y unidad estructurales 0 
y 1 en el retículo, 

Definamos la propiedad distributiva en un retículo. Se llama subretículo 
A” del retículo A un subconjunto del retículo A que junto con cada par 
de elementos mi, m; de A contiene, también, mU my y miN mj. Llámase 
intervalo I, determinado por los elementos Ma y mg en el retículo A, un 
subretículo A” del retículo A con el elemento máximo »mg y el elemento 
mínimo Ma: 


1 = [Ma, mol = (m € A'/Ma < m; < ma). 


En un retículo A con el cero y la unidad estructurales dos elementos 
Ma Y Mp se denominan complementarios si 


mama = 0, maUmg = 1. 


Un elemento complementario a m se denomina también complemen- 
to del elemento m en el retículo A. Dos elementos que tienen un comple- 
mento común en el retículo A se llaman /igados en A. . 

Una clase importante de retículos representa la de retículos distributi- 
vos, El retículo A se llama distributivo, si satisface las siguientes 
identidades: 


(MU Mm) NA mi = MOM U MNA mk 


mN (m Um) = m Ami U m Nm 


para todos los Mi, Mj ma €M. 

Según la propiedad conmutativa de intersección es suficiente cumplir 
una de estas identidades para definir el retículo distributivo. 

Citemos el criterio de distributividad de un retículo: el retículo A es 
distributivo si, y sólo si, en todo intervalo 1 del retículo A cualesquiera 
dos elementos conexos en I son iguales. 

Este criterio se lo puede expresar en una forma más cómoda para cálcu- 
los, si se muestra la estructura de subretículos, cuya existencia pone el reti- 
culo fuera de la clase de los distributivos. 

Introduzcamos el concepto de retículos de Dedekind (modulares). El 
retículo A se llama de Dedekind si, y sólo si, (mU m) Ome = (mN 
Mm) Um; para todos los mi, m; me € A, tales que m; < Mx. 
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Fig. LIL a) Y 


Criterio del carácter de Dedekind de un retículo: el retículo A es de 
Dedekind si, y sólo si, éste no contiene subretículo isomorfo al retículo 
Am (fig. 1.11, a). 

El retículo Am contiene un elemento de altura nula, dos de altura uni- 
dad, uno de altura 2 y otro de 3. 

Al emplear el criterio de modularidad de retículos formulemos el crite- 
rio de distributividad en una forma más cómoda para cálculos: un retículo 
es distributivo si, y sólo si, no contiene subretículo isomorfo a Am, O sea, 
es de Dedekind, y no contiene subretículo isomorfo al subretículo Ag (fig. 
1.11, b). El retículo A, contiene tres cadenas de longitud 2 compuestas de 
un elemento de altura nula, tres elementos de altura unidad y de un elemen- 
to de altura 2. 

El retículo A representado por el diagrama de Hasse H (véase la fig. 
1.9, a) es de Dedekind y también distributiva. 

En un retículo A con el cero y la unidad estructurales, en el cual cada 
elemento m tiene el complemento 7, puede considerarse dada la operación 
monaria fin) = m. El retículo A se denomina retículo con complementos, 
si posee el cero estructural y una operación monaria fi(m) = 7, tal que 


m= m; a (1.6) 
mi Om; = Oy; (1.7) 
mam = 0. (1.8) 


En virtud de (1.6) y (1.7), una de las operaciones U, N puede ser represen- 
tada por medio de otra. Por consiguiente, el retículo con complementos 
puede definirse como álgebra, cuya signatura se compone de U, ~. 

Señalemos unos corolarios de las identidades (1.6)—(1.8). Tenemos 
0 < m para todos los m € M; por consiguiente, ON m = 0. 

Si hacemos 1 = 0 y Om = 0, 0Um = m insertamos en (1.7), obtene- 
mos 1Nm = m, 1Um = 1. Por consiguiente, 1 es el elemento máximo del 
retículo, o sea, es la unidad estructural. 

Según las identidades (1.8) y (1.7). 


mUm = Ll. 
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Un retículo distributivo con complementos se denomina álgebra de 
Boole. 

Se denomina isomorfismo y entre las álgebras Aı = (Mi, Sı) y 
Az = (Ma, S2} una correspondencia biunivoca entre los elementos de por- 
tadores y signaturas, tal que 


SikMasr Man >- > Mar.i) = Ma, ENNA Ma), (Ma), ++ + 
NMa, -,)) = ne, 
Ma, € Mi, Ma) € Ma, j = 1, 2, -oa K, i€ Si, WO) E S2- 


Las álgebras, entre las cuales existe isomorfismo, se llaman isomorfos. 
Todas las leyes del álgebra A, son válidas también en el álgebra Az isomorfa 
a la primera. 


Teorema 1.2. (teorema de Stone). El álgebra de Boole es isomorfa al 
álgebra de Cantor. 


Para las álgebras consideradas tiene lugar el siguiente isomorfismo: 
aUb + MaU Mo, ab + MN Mo, a +» Ma, 


donde en los miembros izquierdos de las expresiones figuran las opera- 
ciones teórico-reticulares y en los derechos, de la teoría de conjuntos. Estas 
operaciones tienen la misma denotación. Por eso, para distinguirlas desig- 
naremos los argumentos de operaciones teórico-reticulares mediante letras 
minúsculas y los argumentos de operaciones de la teoría de conjuntos por 
medio de letras mayúsculas del alfabeto latino. 


En la fig. 1.12 se representa un retículo distributivo con complementos, en el cuat los 
resultados de la actuación de las operaciones teórico-reticulares de unión, intersección y 
complemento se determinan en las tablas (tablas 1.2, a, b, y c). 


Fig. 1.12 
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Tabla 12, a UB 


Tabla 12, baN8 
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Tabla 12, © 


Comentarios 


e 
a 
Li 


0U1=1,001=0 
aUk=1,0Nk=0 
bUe=t, bMe=0 
cUd = l, cNd=0 
eUb=1leMb=0 
kUva=1,kMa=0 
1U0=1,100=0 


=rnnveo 
oran» 


A los elementos a: y æ les corresponden los vértices del diagrama H que distan ma- 
ximalmente (en el sentido de la longitud de la cadena que une estos elementos). 
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Definamos la relación n-aria análogamente a la relación binaria. 

Un producto cartesiano de n conjuntos M, iguales entre sí, se denomina 
n-ésima potencia M" del conjunto M. Por relación n-aria T en el conjunto 
M se comprende un subconjunto T de su n-ésima potencia T C M". Si ele- 
MENIOS Mi, Mis -+ s» Mi, € M, (Mus Mis + + -» Mu) € T, se dice que los ele- 
MENOS Mi Mas, » . ., Mi, están en la relación 7. Cualquiera relación n-aria 
puede ser prefijada en la forma de una /ista, cuyos elementos son las suce- 
siones (cortejos) determinadas por esta relación. 

Consideremos la propiedad símétrica de relaciones n-arias que permiten 
emplear aficazmente relaciones n-arias para la formalización de muchos 
problemas prácticos. Se llama simétrica tal relación n-aria Ten el conjunto 
M tal, que si (mi, Ma, . - ., Mi) € T, entonces cualesquiera sucesión (1), 
Mhs ++, M4) obtenida de (Mi, Mi, - . ., Mi) permutando los elementos 
está también en la relación T? (mj, Ma, -.., Mi) € T. 

En esencia, una relación n-aria que posee la propiedad simétrica prefija 
los subconjuntos compuestos de n elementos, es decir, subconjuntos de po- 
tencia n. A continuación, una relación n-aria que tiene la propiedad sì- 
métrica la denominaremos relación S-rica (S-relación) y, si se trata de una 
S-relación, simplemente relación S o relación verbal. Los elementos de un 
conjunto M, en el cual está determinada una S-relación, los llamaremos 
letras y los subconjuntos determinados, por la S-relación, los denominare- 
mos palabras y los designaremos con la letra griega yy con el índice inferior, 

Se puede prefijar S-relación en formas más cómodas: mediante la 
matriz de incidencia y el grafo modelo (mografo). 

Llámase matriz de incidencia O = [qy] una matriz de dos dimensiones, 
a cada columna de la cual le corresponde biunivocamente una letra, a cada 
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fila, una palabra determinada por la S-relación y 
_ fl para mje pu 
Au = Lo en caso contrario. 


Por ejemplo, la 3-relación en el conjunto M = |a, b, c, j, m, o} que determina las pa- 
labras qu = la, j, 0), x = fa, m, o), as = 10, c, a}, m = 10, o, j} puede ser prefijada, 
empleando la matriz de incidencia Q, del modo siguiente: 


abcjmo 
100104 
Q 10.00 1 1 
10.10.04 
01.01.0141 


Si la relación S determina el subconjunto M C MS, llamaremos poten- 
cia de la relación $ el número s. 

No se puede prefijar la S-relación de potencia arbitraria empleando un 
grafo, cuyo portador coincide con el conjunto de letras (véase el teorema 
13). 

Diremos que un arco u es incidente a un vértice v, si v es su origen 
o su extremo. Llámase subgrafo G* de un grafo G el grafo G’ obtenido 
del grafo G después de eliminar unos vértices y sus arcos incidentes. Un 
grafo se llama completo, si todos sus vértices son adyacentes dos a dos. 

Teorema 1.3. Si por lo menos tres palabras distintas determinadas por 
una relación S corresponden a un subgrafo completo de un grafo G el grafo 
G no prefija la relación S. 

o Al prefijar una relación verbal por un grafo asociaremos la palabra 
determinada con un subgrafo completo del grafo G. Entonces, el teorema 
queda obvio. En efecto, es suficiente considerar el siguiente ejemplo. Sea 
que una 3-relación en el conjunto M = (a, s, o, /] determina las palabras 
m= (s, 0,1), m= {4 0, a), p = la, s, 0), a las cuales corresponde el 
grafo G representado en la fig. 1.13, a. Esto es un grafo completo de cuatro 
vértices. Éste puede prefijar la palabra (a, s, o, 1] o las palabras (s, o, 
1), (l, o, a), fa, o, s} o las palabras {s, o}, (/, 03, (5 1), (a, 1), 1s, 
a), (a, o}, es decir, tiene lugar la multiformidad. m 

Para prefijar univocamente las relaciones verbales, es necesario poner 
en correspondencia a cada letra (vértice) un conjunto de identificadores 
de las palabras que contienen esa letra. Entonces, a cualquiera palabra le 
corresponde biunivocamente un subgrafo completo, a cada vértice del cual 
corresponde el identificador de esta misma palabra. Tal subgrafo completo, 
correspondiente a la palabra, lo denominaremos a continuación de elemen- 
to. El proceso de poner en correspondencia a cada letra un conjunto de 
identificadores de las palabras que contienen esa letra, lo llamaremos mo- 
delización del grafo G. Como resultado de modelización del grafo G, a 
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aj Y Fig. 1.13 


cada vértice corresponde biunivocamente una letra ponderada por un con- 
junto de identificadores de las palabras que la contienen, con ello, dos vérti- 
ces son adyacentes (se unen mediante una línea no orientada es decir, la 
arista), si lès corresponde por lo menos un identificador común. Una fun- 
ción obtenida por este modo en el grafo, cuyo campo de definición son 
los vértices del grafo y cuyo campo de valores son los conjuntos de identi 
cadores de las palabras, la denominaremos grafo modelo (mografo) y la 
denotaremos con G™ = (V, W), U). Aquí W es el conjunto de identifica- 
dores de palabras. 
Los mografos Gly Gfque prefijan, respectivamente, las relaciones Sı = | (s, 0, 1), (4, 
o, al, la, o, sI) en el conjunto M; = (a, s, o, (1 y 5 = ila } o ), fa m, 0), 
a | Nr) 


la 5, a), 16 a 4)) en el conjunto Ma = ta b, c j, m, 0) se ofrecen en las igs, 113, b 
lc 
y 134, a 

Para prefijar S-relaciones se utiliza también el término hipergrafo. 
Cuando lo representan geométricamente, sus letras se ponen en co- 
rrespondencia biunívoca a los vértices y sus palabras, a los circulos de Euler 
que abarcan las letras que integran la palabra correspondiente. 

La interpretación geométrica del hipergrafo que determina la colección (M, Sa), 

M = (a b 6 j, m, o}, 

S = (fa, j o}, ta, m, ol, to, c al, (b a ji) 
está representada en la fig. 1.14 b. 

Empleando un grafo se puede prefijar univocamente una S-relación, 
si en calidad de portador del grafo tomamos tanto el conjunto de letras, 
como el conjunto de identificadores de palabras. Tal representación de $- 
relación se realiza por medio de un grafo de dos partes. 

Un grafo G = (V, U) se denomina de dos partes, si su portador está 
partido en dos subconjuntos V*, Y” que no tienen vértices comunes y 
el origen de cada arco u € U pertenece al subconjunto V*, y sólo a él 
mientras que su extremo pertenece al subconjunto Y”, y sólo a él. Al prefi- 
jar S-relaciones a los elementos del subconjunto V* en un grafo de dos 
partes G = (V, U} se les ponen en correspondencia binívoca las letras, a 
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0(123,4) 


Ay 


aias) Jis) 


Fig. 1.14 


los elementos del subconjunto V”, es decir, los identificadores de las pa- 

labras y (Va, Va) € U si, y sólo si, el vértice Va corresponde a una letra que 

figura en la palabra vp. El grafo de dos partes que prefija la 3-relación 

S= (ta j, o), fa, m, o), (o, & a), [b, o, j}} en el conjunto fa, b, c, 
adi E ad 

j m, o) está representado en la fig. 1.14 c. 

Uno de los principales conceptos de la matemática discreta es el concep- 
to de modelo. Llámase modelo Y una colección del conjunto M con las 
relaciones prefijadas en él. 

S= [Rin Riz, +2» Rins Ra) Raz» 


<< Rmn 


va Rims << Rmi, Rms <<» 


donde el conjunto M es el portador del modelo y las relaciones prefijadas 
Rie, Ria € M' forman la signatura del modelo Y = (M, S). 

La potencia del portador determina el tipo-arío de la relación. Dos rela- 
ciones Ra y Rg con la misma potencia se llaman compatibles según la unión 
o simplemente compatibles, 

Está claro que la operación n-ádica fa(mı, Ma, - . .. Ma) = Ma + ı puede 
ser examinada como una relación (n + I)-aria Ras. 

Denominaremos, según A. I. Máltsev, sistema algebraico una colección 
del conjunto M con las operaciones y relaciones prefijadas en él. 

Un caso particular del sistema algebraico es álgebra de relaciones y su 
extensión, álgebra relacional. 


3 
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Examinemos el álgebra de relaciones, cuyo portador es un conjunto de 
relaciones y la signatura son las operaciones de unión, intersección, diferen- 
cia y del producto cartesiano extenso de relaciones. 

La unión Ra U Rs de dos relaciones compatibles Ra y Rg es el conjunto 

. de todos los cortejos, cada uno de los cuales pertenece por lo menos a 
una de estas relaciones. La unión de las relaciones 


Ra =((a, b, c), (4, b, d), (b G e) y 
Ro = t(a, b, d), (b, d, e), (G d, e)) es 
RaURe = lía, b, c), (a, b, d), (b, & e), (b, d, 9), (c, d, e)). 


Las relaciones consideradas son compatibles, ya que sus potencias son igua- 
les: s(Ra) = s(Ro) = 3, Ra, Ro C M°, M = (a b G d e). 

La intersección Ra M Ra de dos relaciones compatibles Ra y Rg es el con- 
junto de todos los cortejos pertenecientes tanto a la relación Ra, como a 
la relación Rs. La intersección de las relaciones Ra y Rg es 


RaNRe = [(a, b, c), (a, b, d), (b, & e Mi(a b, d), 
(b, d, e), (c, d, e)] = L(a, b, dl. 


La diferencia Ra ^ Ra de dos relaciones compatibles Ra y Rg es el con- 
junto de todos los cortejos pertenecientes a la relación R, y no pertenecien- 
tes a la Rp. Así, por ejemplo, Ra ` Ra= (la, b, c), (a b d) 
(b c, e)) N f(a, b, d), (b, d, e), (c, d, e)) = {(a, b, c), (b, a, ed). 

El producto cartesiano extenso Ru X Ra de dos relaciones Ra y Rg es 
el conjunto de todos los cortejos tales que 7 es concatenación del cortejo 
a € Ra y del cortejo b € Relconcatenación de cortejos (41, 42, . - «, An) Y (Dr, 
ba, . . + Dm) es el cortejo (41, 42, .-. . , An, Dr, b2, - - -+ bm)). Por ejemplo, 
para las relaciones examinadas Ra y Rg el producto cartesiano extenso es 


Ra X Re = (la, b), (6 d), (a e)) x [(a b c) 
(b d, e) = (a, b, a b 0, (a, b, b, de (cœ d, a b, c) 
(c, d, b, d, e), (a, e, a, b, c), (a, e, b, d, e)}. 


Los conceptos del modelo y del álgebra de relaciones tienen amplio 
empleo para formalizar los objetos reales. Consideremos cómo se utiliza 
el álgebra de relaciones para elaborar el apoyo de información, es decir, 
una base relacional de datos. 


La construcción de una base relacional de datos se asienta en una tabla bidimensional, 

cada columna de la cual corresponde a un dominio (o a un atributo correspondiente a una 

parte del dominio) y cada fila, a un cortejo de atributos que están en la relación R. 
Consideremos una relación S-aria Rs (exámenes) (tabla 1.3). 
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Tabla 1.3 
R| Di D: Dr De Ds 
1| Ks-01 | TEORÍA DE LOS PROF. IVANOV os [aura 210 
AUTÓMATAS ENERO 
2| K5-02 LINGÜÍSTICA PROF. PETROV 03 AULA 211 
MATEMÁTICA ENERO 
3 | K5-03 FÍSICA PROF. SÍDOROV 03 AULA 211 
ENERO 
4| K504 | LENGUAJES PROF. PETROV os AULA 210 
ALGORÍTMICOS ENERO 
$ | K5-01 FÍSICA PROF. SÍDOROV 09 AULA 210 
ENERO 
6 | K5-02 TEORÍA DE PROF. IVANOV 09 AULA 211 
LOS AUTÓMATAS ENERO 
7|Ks.03 | LENGUAJES PROF. PETROV 10 AULA 211 
ALGORÍTMICOS ENERO 
8 | Ks-04 | LINGUÍSTICA | PROF, IVANOV 10 AULA 210 
MATEMÁTICA ENERO 


La tabla 1.3 determina una relación de un modelo relacional de datos. La relación Rs 
es un subconjunto del producto cartesiano D; X Dz Xx Dy X Da X Ds, cuyo factor es el domi- 
nio Dj. Los elementos del dominio D; representan valores de atributos. El dominio D; (grupo) 
contiene valores K5-01, K5-02, K5-03 y K5-04: 


Dı = 1K5-01, K5-02, KS-03, KS-04]; 
de modo análogo tenemos dominios: 


Ds (asignatura): 

Dı = (TEORÍA DE LOS AUTÓMATAS, LINGÜÍSTICA MATEMÁTICA, FÍSICA, 
LENGUAJES ALGORÍTMICOS|; 

D, (examinador); 

Ds = [PROF. IVANOV, PROF. PETROV, PROF. SÍDOROV); 

Da (fecha): 

Ds = [ENERO 03, ENERO 05, ENERO 09, ENERO 10): 

Ds (aula): 

Ds = [AULA 210, AULA 211). 
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El orden de las columnas está fijado, las filas, en el caso común, se sitúan arbitrariamente, 
Las cifras de la primera columna 1, 2, . . „ 8 identifican los elementos de la relación Rs. 

Definamos d/gebra relacional para transformar relaciones. El portador del álgebra rela- 
cional es un conjunto de relaciones. La signatura, excepto las operaciones introducidas (ta 
unión, la intersección, la diferencia y el producto cartesiano extenso de relaciones) incluye 
operaciones especiales en las relaciones: elección, proyección y agrupación. 

La operación de elección es un procedimiento de la construcción de un subconjunto "ho- 
rizontal” de una relación, o sea, un subconjunto de cortejos que poseen una propiedad 
planteada, 


Ejemplo 1.3. Empleando la operación de elección construir una relación R¿ (el horario 
de exámenes del Prof. Ivanov). El resultado de la operación de elección son las fitas, en las 
cuales el dominio Ds se representa por el valor Prof. Ivanov; son las filas 1, 6 y 8 (tabla 1.4). 


Tabla 1.4 

Rj D ] D; Dy Da Ds 

1 | K5-01 TEORÍA DE LOS PROF. IVANOV 03 AULA 210 
AUTÓMATAS ENERO 

6 | K5-02 | TEORÍA DE LOS PROF. IVANOV 09 AULA 211 
AUTÓMATAS ENERO 

8 | K5.04 | LINGUÍSTICA PROF. IVANOV 10 AULA 210 
MATEMÁTICA ENERO 


Para definir proyecciones de las relaciones en el álgebra relacional el conjunto se parte 
en dos subconjuntos en el caso de la relación binaria y en re subconjuntos en el caso de la 


relación maria: 
Rı C M?, M = AUB, ANB = Ø, Rı C A X B; 


Ra C M’, M= Ai AL0A, =D, 


das bolia 7 i) € biis bas oo ahy Ra C Aa X AX a 1 X Ame 


Llámase proyección Pr (Rx/4) de una relación binaria Rz, R3 C A x B sobre A un con- 
junto de elementos (2,/(a,, bi) € Rz}. 

Llámase proyección —Pr(Ra/ Aso Ars 
RaCA X AX.. -X An, n > mM, Sbe An, Argo 
oe hn), donde Ai € Ais Gr € Ai 
elemento de la relación n-aria Ra. 

La operación de proyección determina la construcción de un subconjunto “vertical” de 
una relación, es decir, de un conjunto de un subconjunto de cortejos que se obtiene eligiendo 
unos y excluyendo otros dominios. 


A) de una relación n-aria 
, Ai un conjunto de cortejos (a, A, 
2, € Aim, cada uno de los cuales es una parte de un 


Ejemplo 1.4. Una proyección Pr (Rs/Da, D3) engendra un conjunto de pares, cada uno 
de lós cuales determina la asignatura y al examinador (tabla 1.5). 
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Tabla 15. 


> i 


Ds 


TEORÍA DE LOS AUTÓMATAS 


PROF IVANOV 


LINGÜÍSTICA MATEMÁTICA 


PROF. PETROV 


FÍSICA 


PROF. SÍDOROV 


LENGUAJES ALGORÍTMICOS 


PROF. PETROV 


LINGÜÍSTICA MATEMÁTICA 


PROF. IVANOV 


En la tabla 1.5, las filas iguales se unen en una sola. 

La operación de agrupación de dos tablas que tienen un dominio común permite con- 
struir una tabla, cada fila de la cual se forma uniendo dos filas de las tablas de partida. 
En las tablas prefijadas se toman las filas de un mismo valor que integran un dominio común; 


una columna se pone en correspondencia 


l dominio común. 


Ejemplo 1.5. Por dos tablas prefijadas (tablas 1.6, a y 1.6, b) hallemos el resultado de 
ta operación de agrupación según el dominio Dı (tabla 1.6, c). 


Tabla 1.6, a 
R| D D Dy Da Dy 
K5-01 [TEORÍA DE LOS PROF. IVANOV 03 AULA 210 
AUTÓMATAS ENERO 
K5-02 [LINGÜÍSTICA PROF. PETROV o AULA 211 
MATEMÁTICA ENERO 
Ks-03 [FÍSICA PROF. SÍDOROV AULA 211 
ENERO 
K5-04 |LENGUAJES PROF. PETROV AULA 210 
ALGORÍTMICOS ENERO 
Tabla 1.6, b 
R| D; Dı D; Da Ds 
Ks-01 [FÍSICA PROF. SÍDOROV 09 AULA 210 
ENERO 
DEPARA 
Ks-04 [LINGUÍSTICA PROF. IVANOV 10 AULA 210 
[MATEMÁTICA ENERO 
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Tabla 1.6, a 
R| D Ds Ds ] Da Ds 
K502 [TEORÍA DE LOS PROF. IVANOV 09 AULA 211 
AUTÓMATAS ENERO 
K5-03 [LENGUAJES PROF. PETROV 10 AULA 211 
[ALGORÍTMICOS ENERO 
Tabla 1.6, c 


Di Dr De | Ds Di JAE 


xs.o1| TEORÍA PROF. os [AuLA[FISICA 
DE LOS IVANOV | ENERO| 210 
[AUTÓMATAS 


K5-02| LINGUÍSTICA | PROF. o [AuLA|TEORÍA 
MATEMÁTICA [PETROY | ENERO| 241 S 


Ks-03|FiSICA PROF. os [| AULA| LENGUAJES 


KS-04 LENGUAJES |PROF. os | AULA|LINGUÍSTICA 
ALGO- PETROV | ENERO| 210 [MATEMÁTICA] 
RÍTMICOS 


De manera análoga, como por la condición de “igualdad”, se puede definir la operación 
de agrupación por otras condiciones de comparación: >, >, *, <, <. Por ejemplo, defina- 
mos ta operación de agrupación por la condición “mayor que” (>). 

Se llama agrupación por la condición “mayor que” de la relación Ra respecto al atributo 
X y de la relación Ro según el atributo Y (los atributos X y P son de un mismo dominio 
común para las relaciones Ra y R»), X > Y, un conjunto de todos los cortejos xı tales que 
7 es la concatenación del cortejo a, perteneciente a Ra y del cortejo b perteneciente a Ro, 
donde X es una parte de as, mientras que Y es una parte de b; y X > Y. 

En una base de datos, un pedido será cumplido tanto más rápido cuanto menos opera- 
ciones sobre relaciones contiene. De este modo, es de interés práctico un problema que se 
examina a continuación de simplificación de expresión de uh conjunto por medio de opera- 
ciones introducidas. 
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$ L6. AXIOMÁTICA DE LA TEORÍA DE LOS CONJUNTOS. 
MINIMIZACIÓN DE LA REPRESENTACIÓN 
DE LOS CONJUNTOS 


Al emplear el enfoque axiomático construiremos formalmente una teoría 
de conjuntos a base de los siguientes axiomas. 

Axioma de existencia. Existe por lo menos un conjunto. 

Axioma de voluminosidad (de extensionalidad). Si los conjuntos Ma 
Y My se componen de los mismos elementos, ellos coinciden (son iguales): 
Ma = Mb. 

Axioma de unión. Para los conjuntos arbitrarios Ma y Mp existe un 
conjunto, cuyos elementos son todos los elementos del conjunto Ma y todos 
los elementos del conjunto M» y que no contiene ningún otro elemento, 

De los axiomas de voluminosidad y de unión se deduce que para.los 
conjuntos arbitrarios Ma y Mp el conjunto que satisface las condiciones 
del axioma de unión es único. En efecto, si existieran tales dos conjuntos 
Me, y Me» contendrían los mismos elementos (todos los elementos perte- 
necientes al conjunto Me y todos los elementos del conjunto Mp). Por esta 
razón, en virtud del axioma de voluminosidad, Me, = Me, = Me. Este úni- 
co conjunto Me se Hamará unión de los conjuntos Ma y Mp y se denotará 
M: = M¿UMb. 

Axioma de diferencia. Para los conjuntos arbitrarios Ma y My existe 
un conjunto, cuyos elementos son aquellos, y sólo aquellos, elementos del 
conjunto Ma que no son elementos del conjunto Mb. 

De modo análogo, de la segunda y la cuarta axioma deducimos que 
para los conjuntos arbitrarios Ma y Mp existe exactamente un conjunto que 
contiene elementos del conjunto Ma no pertenecientes al conjunto M». Este 
conjunto Me se denominará diferencia de los conjuntos Ma y Mp: 
Me = Ma N Mo. 

Axioma de potencia. Para cada conjunto M existe una familia de con- 
juntos B(M) (booleano), cuyos elementos son todos los subconjuntos Mi, 
MiC M, y sólo éstos. . 

Axioma de existencia del conjunto vacío. Existe tal conjunto Ø que 
ningún elemento le pertenece. 

Si las operaciones y los conceptos de la teoría de los conjuntos fueron 
introducidos intuitivamente, el enfoque axiomático permite definir formal- 
mente estos conceptos y operaciones de la teoría de los conjuntos basándo- 
se en los seis axiomas introducidos. 

Con auyda de las operaciones de unión y de diferencia, empleando los 
axiomas introducidos, definamos otras tres operaciones sobre los 
conjuntos. 

La intersección de los conjuntos Ma y Mp se determina mediante la 
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fórmula 

Mi Mo = Ma N (Ma N Mi). 

Se puede mostrar que los elementos de intersección MaMe son 
aquellos, y sólo aquellos, que pertenecen al conjunto Ma y también al con- 
junto Mb. Si 

El complemento M del conjunto M se define por la fórmula 

M=1XM. 

La diferencia simétrica de los conjuntos Ma y Mb se determina por me- 
dio de la fórmula 

Ma N` Mp = (Mo N MoJU (Mo N Ma). 

A base de la axiomática introducida puede ser demostrada la validez 
de las leyes aducidas anteriormente que determinan las propiedades de la 
signatura del álgebra de los conjuntos (las leyes idempotente, conmutativa, 
asociativa, distributiva, de operación con constantes, de complemento 
doble y las leyes propuestas por De Morgan) y también de las siguientes 
leyes: 

ley distributiva de intersección respecto a la diferencia 

Ma N (Mo N Me) = MeN My N M:N Me; 

ley conmutativa de diferencia simétrica 

MN" Mos = Mp N` Ma 

ley asociativa de la diferencia simétrica 

Ma N (Ms N Me) = (Ma N Mo) N` Me; 

ley distributiva de intersección respecto a la diferencia simétrica 

MaN (Mo N* Me) = Ma N My N` Ma N Me; 

leyes de encolamiento 

MaN MUM NM = Ma, (MaU Mi) N (MaU Mo) = Me; 

leyes de absorción 

M UMOM = Ma, Mo N (Ma U Mb) = Ma; 

leyes de Poretski 

Ma UMa NM = Ma Mo, 

Ma N (Ma U Mb) = Ma Mo. 

Empleando estas leyes examinemos el problema de minimización de la 
representación del conjunto M mediante las operaciones U, N, ~. 

Como complejidad de la representación del conjunto M comprendere- 
mos el número de símbolos M,, M; en la expresión que lo prefija. 
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Sea que en el espacio 1= (Mi, Mi, Ms} se prefija un conjunto de la forma 
MMi, Mo, Ms) = Mi O Ma A M U Mi N MOM UM O MN MU M, A Ma N 
AMUMA MAM UM, NMN Mo, 

A base de las leyes idempotente, conmutativa y asociativa de unión, obtenemos 
MM, Ma, My) h N M:N Wh U M: N Ma N M3) U (MO Ma N M UM, AMO Ma) U 


U A, N Mh N Ms U M: N Ma N Mi) U (M: N Ma N Ms U M: NMN Ms) U 
U (M: N M: N Ms U Mi N Mi N Ms). 


At usar Jas leyes conmutativas de intersección y de encolamiento, tenemos M(Mi, Mz, 
M») = Mi N M: U M; N N U M: N Ms U M: N Ms U M: N Ma. 

Segun las leyes conmutativas de unión y intersección y la ley de encolamiento obtenemos 
M(Mi, Ms, My) = Mi N Ma U M U M: N Mi U Mi N Ma. En virtud de las leyes conmutativas 
de intersección y absorción tenemos M(Mi, Ma, M5) = Mi N Ma U Ms U Mi N Ma. La compte- 
jidad de la representación del conjunto prefijado disminuyó de 2) a 5. 


Denominaremos estrategia de transformaciones la sucesión de aplica- 
ción de las leyes. La complejidad de la representación de un conjunto que 
se obtiene aplicando estas leyes (cada una de las cuales determina una trans- 
formación equivalente) depende de la estrategia utilizada. Hallemos una 
estrategia que engendra siempre la expresión minimal de un conjunto 
prefijado. 

Consideremos una álgebra A = <B(1), U, N, “> y determinemos los 
conjuntos que pueden engendrarse (formarse) de conjuntos arbitrarios Mi, 
Mh, . + «+, Mn llamados generatrices del espacio 1 empleando las operaciones 
UN”. 

A continuación un conjunto 


M; para o; 
M= { 
$ M, para o; = 


lo denominaremos terma primaria. Un conjunto de tipo 


Qu MPOMPN... NM, a = 0, 1. 

lo llamaremos constituyente. 

El número común de distintas constituyentes no supera 2”. A cada cons- 
tituyente se le puede poner en correspondencia un juego binario de longitud 
n, el número de estos juegos equivale a 2”. Si unas constituyentes son 
iguales a Ø, el número común de constituyentes es menor que 2”, con 
ello, entre los conjuntos existen al menos dos tales que pueden expresarse 
uno por medio del otro, es decir, dependientes. Por ejemplo, si n = 2 y 

= Mi, existen sólo dos constituyentes distintas de Ø 


Ø = MNM? = MINM}, 
Cı = MOMI, Q = MINMB. 
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Lema 1.1. La intersección de dos constituyentes distintas es vacía. 
a En efecto, si las constituyentes Ca = (| M? y Co = f) MF son di- 
la ¿ml 


versas, entonces ox % ok por lo menos, para un k, k < n. Pero, entonces, 
MNM = Ø y, por consiguiente, CNC) = Ø. m 

Lema 1.2. La unión de todas las constituyentes equivale a 1. 

O Representemos 1 en la forma 


t= py RUMI) 


y, abriendo el paréntesis, obtenemos la u 
en el segundo miembro de la igualdad. m 

Lema 1.3. El conjunto M; equivale a la unión de las constituyentes, 
cada una de las cuales contiene M}. 

© Según el lema 1.2, $ 

1=C¡UCU...UG;= UC, 

ms 

donde Ci, i = 1,2, ..., l, es una constituyente. Determinemos la intersec- 
ción de los miembros primero y segundo de esta expresión con- M;. Tenemos 


Mi = (MINCHU(MINCAU.. UMN Ci). 


Si C) contiene M? en calidad de argumento de intersección, se tiene 
MiNC = Ø. Pero, si Cj contiene M}, se tiene GNM; = Cj. Por consi- 
guiente, M; es la unión de aquellas constituyentes que contienen M! en cali- 
dad de factor. m 


Teorema 1.4. Cada conjunto no vacío formado de los conjuntos Mi, 
Mhn, . . .„ Ma empleando las operaciones U, N, ~ es la unión de cierto núme- 
ro de constituyentes. 

o En virtud del lema 1.3, el teorema es válido para los conjuntos Mi, 
Ma, . .., Ma. Por consiguiente, es suficiente demostrar que si conjuntos 
arbitrarios Ma y Mp pueden representarse en forma de la unión de cierto 
número de constituyentes, los conjuntos Ma U Mb, Ma N Mo y M, si no son 
vacíos, pueden también representarse en forma de unión de las 
constituyentes. 


Sea que los conjuntos Ma y Ms son representables en forma de la unión 
de constituyentes Me = Ca, U Ca, U. . .U Ca, Y Mo = Ch, UCh U. . .U Cho 
Entonces el conjunto Me U Mp puede representarse evidentemente en forma 
de unión de las constituyentes. 

Según la ley de distributividad, Me N Mb = (Co, NCh) U. . . WU (Ca N 
MC+,). Además, si Ca, = Cos, de acuerdo con el lema 1.1, Ca. NCh = Ø, 
en caso contrario, Ca, 4 Cb,- Por consiguiente, la intersección Ma NMo o 
bien es vacía, o bien es representable en forma de unión de las cons- 


n de todas las constituyentes 
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tituyentes. Demostremos que el conjunto M es también representable en 
forma de unión de las constituyentes, si M = Ci U CU. . . U Cr. 
Debido a la ley correspondiente a De Morgan, 


M = QUQU.. UG = QGNAQA.. NG = MAMEN 
- OMPOMPOMEO. AMEN... OMAMA... 
NM = MUMU. . UMAN Me UMU. . 

UMAN... NA Re UMU. . UME). 


Abriendo el paréntesis y empleando las relaciones Me NMa = Ø, 
MU Ma = 1 y también añadiendo el factor MpUMs a las intersecciones 
que no tienen índice inferior £, llegamos a que el conjunto M es también 
representable en forma de unión de las constituyentes. m 


Teorema 1.5. De n conjuntos en el álgebra A =<B(1), U, N, 7) se 
puede formar no más de 2” conjuntos. 

a Debido al teorema 1.4, cada conjunto M es la unión de constituyen- 
tes, el número de las cuales no supera 2”; por consiguiente, el número de 
distintas uniones no supera 2”. Además, si los conjuntos Mi, Ma, . . ., Ma 
son independientes, es decir, todas las constituyentes se distinguen del con- 
junto vacío, el número de constituyentes diversas es igual a 2" y el número 
de conjuntos formados por éstas en forma de su unión es igual a 2? (te- 
niendo en cuenta el conjunto vacío). = 

La introducción del concepto de la constituyente permite prefi 
conjunto M, para los conjuntos independientes fijados Mi, Ma, . 
del conjunto universal 1, en forma de unión de las constituyente: 


M- NUM. 


Pa 


Cada conjunto fijado M; C 1 divide el espacio en dos partes: pro- 
piamente Mi y Mi. Para los conjuntos independientes M; € {M;/i = 1 
«a n} el espacio se parteen 2 x 2 x . . . x 2 = 2" regiones. Cada región 


es la intersección de n conjuntos M; o Mi, i = 1, ..., n. Ponemos en co- 
rrespondencia a esta región un vector binario (01, 02, - . .. dn), en el cual 
a= 1, si la intersección C = () Mi“ contiene M; y o; = 0, si contiene M; 


i 
y también el equivalente decimal 
d(C)= Yara, 


Cualquier conjunto M en el espacio 1 puede representarse en forma 
de unión de estas regiones. Al conjunto M le pongamos en correspondencia 
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LADOS 
Fylt) 
2 (3,48) 
M(2.4,3) 
o) 


Fig. 1.15 


un vector binario de la longitud 2", en el cual al orden ¿-ésimo le co- 

responde una región con el equivalente decimal, igual a i. Representemos 

el vector que determina el conjunto en forma de equivalente decimal: 
ge 


dM)= Y o, a=0,1. 
dee 


Por consiguiente, el conjunto M en el espacio puede prefijarse en forma 
de equivalente decimal correspondiente. 

En el espacio tridimensional 1 = (Mi, Mz, M3}, consideremos, por 
ejemplo, un conjunto M(M,, Ms, Ms) con el equivalente decimal 
d(M) = 217. Tenemos 217 = 1-27 + 1-26 + 0-25 + 1:24 + 1-22 + 0- 2? + 
+02 + 1-2. 

Al conjunto M le corresponde un vector binario (1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1) 
que determina la inclusión de regiones en el conjunto M (fig. 1.15, 4). 

Además del diagrama de Euler, el espacio puede ser prefijado en forma 
de hipercubo o cubo n-dimensional (1-dimensión del espacio, igual al nú- 
mero de conjuntos fijados). 

Se llama hípercubo (cubo n-dimensional) un grafo H, cada vértice del 
cual corresponde biunivocamente a una región del espacio y dos vértices 
se unen por una arista, si corresponden a regiones colindantes (que tienen 
la frontera común). Los vectores binarios puestos en correspondencia a es- 
tas regiones se distinguen en un, y sólo en un, orden. 


El hipercubo para el ejemplo considerado se representa en la fig. 1,15, b (los vértices 
correspondientes a las constituyentes del conjunto M están rayadas). 

Frecuentemente un conjunto M se prefija en forma de una tabla binaria, a cada fila 
de la cual le corresponde biunivocamente una constituyente. El conjunto de filas de la tabla 
está ordenado linealmente según el crecimiento del equivalente decimal de un juego binario 
correspondiente. Los conjuntos que forman el espacio corresponden a las columnas. La última 
columna se pone en correspondencia al conjunto M y la unidad indica que la constituyente 
correspondiente entra en el conjunto M. En el caso dado tenemos la tabla 1.7. 
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Analiticamente el conjunto M se prefija en Tabla 1.7. 
forma 
M = MOMOM UM AMNA MU wii kad k baf Sai 


UMOM.N MU 
UMN M:N UM, N M¿N My 
o en forma de mografo 
OM = Y Ss), 
V = (Mi Miji = 1, 2, 3), $ C Y, 


S= (1 


TTT 
--00--00 
-0-0-0-0 
--0--00-~ 


vaunun- o 


Ma, Ms), (M, Ma, Ms), 

- E 
{Mu Ma, Ms), (Mi, Ma, Mol, (Mi, Ma, Ms 3) (fig. 145, €), 
AS AAA gr edana 


7 7 7 


En el álgebra considerada A = <B(1), U, N, 7) las operaciones son de- 
pendientes. En efecto, debido a la ley según De Morgan se puede construir- 
todo conjunto de 2?" conjuntos empleando el álgebra A = (B(1), U, 7). 
Las álgebras A = (B(1), U, 7), A = (B(1), N, 7 ) son equivalentes en el 
sentido de engendrar cualquier conjunto de 2?” conjuntos. Ellas pueden 
sustituirse por las álgebras A = (B(), U, X, 1), A = (B(1), N, N, 1), 
respectivamente, en virtud de la fórmula M = 1 \ M, donde el universo 
1 se examina como operación 0 ádica. 

Debido a las igualdades 


Ma U Mp =(Ma N` Mp N "(MAN Mo), 
Ma N Mo = Ma N (MN Mo) 


el álgebra (B(1), U, \*, 1) puede ser sustituida por el álgebra de tipo 
BM, A, Ni, 1). 

Examinemos el problema de minimización de la representación de los 
conjuntos en el álgebra de Cantor. La intersección de los conjuntos distintos 
dos a dos MM/' se llama elemental. La expresión que prefija el conjunto 
Mi; en forma de unión de intersecciones elementales diversas se llama forma 
normal de Cantor (ENC) del conjunto M. La unión de constituyentes del 
conjunto M se denomina FNC perfecta del conjunto M. 

Llámase FNC minimal del conjunto M la FNC de este conjunto la que 
tiene la complejidad minimal. 

Consideremos el método de Quine que utilizaremos para obtener una 
FNC minimal del conjunto M. Este método consiste en el cumplimiento 
sucesivo de tales etapas. 

1. Formación de los intervalos maximales. Se denomina intervalo del 
conjunto M un conjunto de constituyentes del conjunto M que forman 
un hipercubo (de cierta dimensión). 
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Es obvio, que la potencia de un intervalo es igual a 2 en una potencia 
(o sea, 2%, 2!, etc). 

Por ejemplo, escribamos un conjunto de intervalos para el ejemplo con- 
siderado anteriormente: (000, 100, 110, 011, 111, —00, 1-0, 11—, —11). 
Aquí y en adelante “ -” significa que en conjunto correspondiente a este 
orden está ausente en la intersección, es decir, después de la unión de cons- 
tituyentes correspondientes se hizo encolamiento por este conjunto. Por 
ejemplo, el intervalo —00 correspondiente al conjunto de constituyentes 
000 y 100 se obtiene como resultado de la transformación M:N M:N 
NAMUM/NM¿NMs = MNM. 

El intervalo Ja se denomina intervalo maximal 1,,,, del conjunto M, 
si no existe otro intervalo Jg de este conjunto que contenga el intervalo 
To la le. 

En el caso dado hay cuatro intervalos maximales: — 00, 1 — 0, M=, 
— 11; cada uno de éstos forma un hipercubo de dimensión (arista). 

La intersección (| M?“ que corresponde a un intervalo maximal del 

4 


conjunto M se denomina implicante simple de este conjunto. 


La unión de las implicantes simples del conjunto M se llama FNC abre- 
viada del conjunto M. 

El número de termas primarias que forman una implicante simple se 
denomina rango de una implicante simple y una intersección elemental se 
Mama rango de un Intervalo correspondiente. 

Al formar intervalos maximales, un conjunto de intervalos que tienen 
un mismo rango se parte en zonas con la particularidad de que ¡-ésima 
zona contiene intervalos, a los cuales corresponden juegos con ¡ unidades 
en cada uno. Entonces la formación de intervalos maximales se reduce a 
comparar elementos solamente de zonas vecinas, cuyos números difieren 
en la unidad. Si los intervalos construidos no son maximales, el proceso 
de comparación continúa. 

Los resultados de la comparación para el caso considerado se ofrecen 
en la fig. 1.16. 


Fig. 1.16 
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LA FNC abreviada del conjunto M(Mi, Mz, Ms) tiene la forma 
MMi, Ma, Mx) = M.NMsUM¡NMsUM/MM2UM¿MMs. 


La primera etapa del método se termina al construir la FNC abreviada 
del conjunto M. 

Llámase ENC tope del conjunto M una FNC de este conjunto, la que 
no determina M al omitir aunque no sea más que una terma primaria. 


Lema 1.4. La FNC minimal del conjunto M es de forma tope. 

o La complejidad de la FNC minimal del conjunto M no se puede 
disminuir por eliminar una terma primaria. Por consiguiente, esta forma 
es de tope. m 


Lema 1.5. La FNC tope del conjunto M se compone de las implicantes 
simples de este conjunto. 

a Si al menos una intersección corresponde a un intervalo no maximal 
del conjunto M, se puede cambiar esta intersección por una implicante 
simple eliminando las termas primarias correspondientes, sin salir de la 
clase de las FNC equivalentes (que dan un mismo conjunto) del conjunto 
M, lo que contradice a la definición de la FNC tope. = 


Teorema 1.6. La FNC tope del conjunto M, inclusive la FNC minimal, 
se contiene en la FNC abreviada de este conjunto. 

o La FNC tope del conjunto M, inclusive la FNC minimal, debido 
al lema 1.5, consta de las implicantes simples. La FNC abreviada del con- 
junto M incluye todas las implicantes simples. Por consiguiente, la FNC 
tope (minimal) del conjunto M se contiene en la FNC abreviada de este 
conjunto. m 

En virtud del teorema 1.6, la construcción de la FNC tope del conjunto 
M se reduce al cubrimiento de una tabla bidimensional. 

Llámase cubrimiento de las columnas por las filas en una tabla bidi- 
mensional tal conjunto de filas, en el cual para cada columna existe por 
lo menos una fila de este conjunto, intersecándose con la cual esta columna 
tiene unidad, con la particularidad de que al eliminar aunque no sea más 
que un elemento de este conjunto de filas, la propiedad indicada no se 
cumple, 

2. Construcción y cubrimiento de la tabla de Quine. La tabla de Quine 
es una tabla bidimensional, a cada fila de la cual le corresponde unívoca- 
mente un intervalo maximal y a cada columna, una constituyente, mientras 
que en el lugar de intersección de la ¡-ésima fila y la j-ésima columna se 
encuentra la unidad, si la f-ésima constituyente se incluye en el ¡-ésimo in- 
tervalo maximal. En el caso contrario no se escribe nada o se pone 0 en 
la célula (å j). 
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Para el caso considerado, la tabla de Quine tiene tal forma: 


Tabla 1.8 
Constituyente dl 
Intervalo 
maximal 
000 100 no on m 
-00 1 


Un intervalo maximal se denomina obligatorio, si existe una cons- 
tituyente que pertenece a él, y sólo a él. Un conjunto de intervalos obligato- 
rios forma el núcleo del cubrimiento. 

En nuestro caso el núcleo del cubrimiento es el conjunto [ —00, — 111 
que cubre la primera, la segunda, la cuarta y la quinta columnas. Para for- 
mar un cubrimiento, se puede tomar ora la segunda, ora la tercera fila. 
Como resultado obtenemos dos cubrimientos: [ —00, —11, 1 — 0), | —00, 
— 11, 11— ), cada uno de los cuales es minimal y tiene la complejidad 6. 
Para mayor precisión elijamos el primero de los cubrimientos que co: 
rresponde a la FNC minimal que prefija el conjunto M(Mi, Ma, 
My) = MNM UM: NM UM; NM. Como resultado de la simplifica- 
ción, la complejidad L(M) disminuyó de 15 a 6. 

La FNC minimal se determina como resultado del sondeo de todos los 
cubrimientos realizado empleando la transformación de una forma 
multiplicativo-aditiva en una forma aditivo-multiplicativa. 

Para el ejemplo considerado identifiquemos cuatro filas de la tabla 1.8 
por las letras a, b, c, d, respectivamente. Escribamos un conjunto de filas, 
cada elemento del cual cubre j-ésima columna: 

j=1>4A = (a), j=2>42= (a, b), 

j=3> A = [b c), j=4>4s=(d),j=5>4s= (6 dì. 

El cubrimiento de columnas con las filas de esta tabla es un conjunto de 

filas que cubre todas las columnas de la tabla, y al eliminar aunque no 

sea más que una de estas filas, existirá una columna no cubierta. Por consi- 

guiente, si se representa cada uno de los conjuntos A, en forma de la unión 

de sus elementos y se halla la intersección de todos los conjuntos Aj, (1 A; 
j 


cada intersección en la forma aditiva obtenida corresponde a un cubrimien- 
to y el número de todos los cubrimientos es igual al número de distintas 
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intersecciones en la forma aditivo-multiplicativa obtenida: 
NA, = aN(AUBIN(WUENAN(CUd) = 
J 
=aN(bUc)Nd = aNbNdUaNcNd. 


Las intersecciones obtenidas a Nb Nd y aN cN d engendran dos cubrimien- 
tos: [—00, 1 — 0, —11] y {—00, 11—, — H }; cada uno de los últimos 
corresponde a FNC minimal del conjunto prefijado M. 

La disminución sucesiva de la complejidad de expresión que determina 
un conjunto prefijado es posible en caso de pasar de la clase de FNC a 
la de formas paréntesis de Cantor (FPC). Una expresión que determina 
el conjunto M se denomina forma paréntesis de Cantor si, excepto las ter- 
mas primarias y los signos de operaciones de unión e intersección, la in- 
tegran los paréntesis (,). 

En el ejemplo examinado la complejidad de representación del conjun- 
to, igual a 6, disminuye hasta 5 debido al empleo de la ley distributiva de 
intersección respecto a la unión M(M;, Ma, M3) = M; N (M1 U M) UMA 
NM. 

La transformación de una forma multiplicativo-aditiva en aditivo- 
multiplicativa se denomina método de Petrick que puede definirse por un 
algoritmo correspondiente. 

Definición intuitiva (ingenua) de algoritmo. Un conjunto de reglas que 
poseen las propiedades de masa (invariabilidad respecto a la información 
de entrada), determinatividad (univocidad de la aplicación de estas reglas 
a cada paso), resultatividad (obtención, después de haber aplicado estas 
reglas, de una información que es resultado) y elementalidad (está ausente 
la necesidad de precisar ulteriormente las reglas) se denomina algoritmo. 
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Ll. Demostrar que 
ACB+AUB=B=ANB=A+ANB= DG AUB=1, 
12. Demostrar que 
AMBNA) = Ø, AN(BUC)= (AN BONE 
13. Resolver un sistema de ecuaciones 

ANX=B, 
ore 


donde A, B, C son los conjuntos prefijados y BC A C C 
1.4. Demostrar que 


A=B“ (AN B)U(B N A) =D. 

1.5. Demostrar que si las relaciones R; y R son reflexivas, las relaciones R, U Ra, Ri Ñ Ra 
son también reflexivas. 

16. Demostrar que si las relaciones R, y Rz son simétricas, las relaciones R, U Rz, Ri N Rz 
son también simétricas. 
r 


sá Capitulo 1. Sistemas algebraicos 
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1.7. Demostrar que un conjunto finito de potencia n contiene ¿2 


distintos de potencia p < 7. 


subconjuntos 


1.8. Demostrar que (JM: es el conjunto mínimo que comprende todos los 


conjuntos M. 
1.9. Demostrar que (]Mi es el conjunto máximo que se contiene 
todos los Mi. 
1.10. Demostrar que si Ma, Mo, Me y Ma no son vacíos, se tiene 
a) Ma C Ms y Me C Ma Ma X Me C Mo X Mas 
b) Me = Mo y Me = Ma | Ma X Me = Mo X Mo 
1.11. Demostrar que 
Nx (Mo = (N (Ma, x Ma). 
1.12. Demostrar que 


(Ma X Mo) U (Me X Ma) C (Ma U Me) X (Mo U Ma). 
Verificar en qué caso tiene lugar la igualdad en esta fórmula. 

1.13. Demostrar que 

a) (Ma U Mp) x Me = (Mo X Me) U(Mo X Me); 

b) Ma X (MU Me) = (Ma X Mo) U (Ma X Mo) 

€) (Ma U Mb) X (Me U Ma) 

= (Ma X Me) U (Mo X Me) U (Ma X Ma) U (Ma U Ma); 


da UMax UM = U (Mu X Mo 


i mi PS 
n ” 

e PM, x A Moy= (] Ma X Mb). 
imt -i a 


1.14. Construir una relación binaria: 

va) reflexiva, simétrica, intransitiva; 

b) reflexiva, transitiva, asimétrica; 

e) irreflexiva, antisimétrica, transitiva; 
d) reflexiva, antisimétrica, intransitiva. 


en 


1.15. ¿Cuáles entre las siguientes relaciones son univocas, cuáles son inversamente univo- 


cas y cuáles son biunívocas: 
(6 y ER = y es el padre de x, 
Qe y) ER = y es el hijo de x 
(x JER ex my, 
ERS = y 
ER =e + S| > |3 — 17 


1.16. Hallar el número de todas las posibles relaciones binarias antisimétricas entre los 


elementos de un conjunto finito que se compone de z elementos. 


1.17. Sean M un conjunto de todos los paralelogramos en un plano, As, un conjunto 
de cuadrados, Az, un conjunto de rectángulos, A», un conjunto de rombos en un plano, Hallar 


los resultados de las sig 


¡entes relaciones: A/U Aj, A: Aj AINAR i j = 1, 2, 3. 


1.18. Demostrar que dos conjuntos son iguales si, y sólo si, los resultados de su intersec- 


ción y su unión coinciden. 
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1.19, Es sabido que entre 100 estudiantes 28 son los aficionados a la pintura, 42, al depor- 
te, 30, a la música, 10, a la pintura y el deporte, 8, a la pintura y la música, 5 at deporte 
y la música, 3 a la pintura, el deporte y la música, Determinar: 

a) el número de estudiantes aficionados solamente al deporte; 

b) no aficionados a la nada. 

1.20. Verificar si el álgebra, cuyo portador es (0, 1, 2, ..., p — 1} y cuya signatura 
es operación de adición según el modulo p, forma un grupo. 

1.21. Dilucidar si una álgebra, cuyo portador es (0, 1, 2, p.— 1) y cuya signatura 
es operación de multiplicación según el módulo p, forma un grupo. 

1.22, ¿Representa un campo el álgebra, cuyo portador es |0, 1, 2, ..., Pp — 1) y cuya 
signatura son operaciones de adición y de multiplicación según el módulo p?. 

1.23. Demostrar que en el conjunto de números enteros de 1 a k, la relación < puede 
ser prefijada por una matriz triangular de adyacencia. 

1.24, Demostrar que cualquier subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado no 
tiene más que una cota superior y una inferior, 

1.25. Para un conjunto de vectores binarios de longitud 4 construir un grafo que prefija 
la relación Xa € Xo * (VXan Xo) (Xa < Xo). Dilucidar, si este grafo prefija el álgebra de Bo- 
ole, Si prefija el resultado de operaciones de multiplicación y adición. 

1.26. Designemos mediante (Ma X Mo, 0) = Ra X Ro, Re = (Ma, €), Ro = (Mo, <) 
un conjunto, para el cual (Ma, Mo)Q (Mu, Ma) == Ma, < Ma, Se me, < mo. Demostrar que: 

a) Ra X Ro es un conjunto parcialmente ordenado; 

b) Ra X Ro es una cadena solamente en el caso cuando Ra o Ry consta de un elemento. 

1.27. Demostrar que toda cadena es un retículo distributivo. 

1.28, Un intervalo la, b] de un conjunto parcialmente ordenado se compone de todos 
los elementos x que satisfacen la condición a < x < b. Demostrar que: a) la intersección 
de dos intervalos es intervalo (tal vez, vacío); b) en un retículo cualquier intervalo es 
subretículo, 

1.29. Examinemos la unión del conjunto de los números mutuamente simples M y un 
conjunto de todos los productos, cuyos factores son elementos del conjunto M. En esta unión 
definamos la adición y la multiplicación como cálculo del mínimo común múltiplo y el 
máximo común divisor, respectivamente. Verificar si la colección de la unión de conjuntos 
examinados y operaciones de adición y multiplicación es el álgebra de Boole. 

1.30, Demostrar que en todo anillo conmutativo 


aro =s > Oe b! + b". 

1.31. Demostrar que en todo anillo conmutativo 

ama = a"*", (uby' = a"b", (a) = a”. 

1.32. Al examinar la colección (0, +, -), donde 0 + 0 = 0 y 0:0 = 0, y averiguar si 
es un anillo; un cuerpo; un campo. 

1.33. Demostrar que el número minimal de cadenas en la representación de un conjunto 
finito parcialmente ordenado en forma de suma de las cadenas es igual al número maximal 
de elementos no comparables dos a dos. 

1,34. Demostrar que en cada retículo se tiene: 

a) (a < b)& (e < d) > aUe < bUd; e) (a < b)& (a < c) => a < bNc; 
b) (a < b)& (c < b) ~ aUc < b; D (a < b) = (ve) (aN c < bN). 
cy (a < b) — (wc) (aUe < bU ch 

d) ia $ b) & (e < d) > aNce s bAd; 
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1.35, Demostrar que en cada retículo para cualesquier elementos a, b, c: 
aj aUbNe< (aUb)N (aUh 

b) aN(bUc) > aNbUaNe; 

c) a <b> aUbNe s (aUcNb 


1-36. Demostrar que un retículo es modular si, y sólo si, para cualesquier elementos a, 
b, e se tiene 


anbUEN(aUb) = (a Nc UDN (aU b). 


1 
1.37. Demostrar que un retículo es distributivo si, y sólo si, para cualesquiera tres elemen- 
tos a, b, € se tiene 


aMbUCIUMNE = (cUANAIN(AUA). 


1.38. Hallar un conjunto de “figuras prohibidas” que pone un conjunto parcialmente 
ordenado fuera de la clase de retículos. 

1.39, Un espacio métrico es una colección del conjunto M con una distancia prefijado 
en él s(ma, mo) entre cualesquier dos elementos me, m € M que satisfacen las siguientes con 
ciones: £ 

S(Me, ma) > O, si ma sé mo y SMa, Ma) = 0, si los elementos coinciden; 

SM, Mo) = s(mo, ma); 

S(Mo, mo) + s(mo, me) > s(Me, m:) (la condición triangular). 

Prefijar una métrica en un hipercubo y averiguar lo que representa. 

1.40. Demostrar que en Iz FNC perfecta del conjunto M la igualdad no se rompe, si 
cambia cada operación de unión por la de diferencia simétrica. dé 

LAL. Verificar, si la forma M(M,, Ma, M3) = M; N M: N My U Mi O Mi N My U Ma es 
perfecta. 

1.42. Verificar, si la ïorma M(M;, Mz, My) = MINIMUM N Ms U Ma N My U MA: N Ma 
es abreviada. 

1.43. Averiguar, si se puede trasmitir una sucesión de símbotos en el canal de trasmisión 
en forma de mografo. 

1.44. En la clase de las formas normales de Cantor minimizar el conjunto M, dado como 
la unión de sus constituyentes: M(Mi, Ma, My, Ma) = U(O, 2, ?, 8, 11, 44, 15), donde los 
números decimales son equivalentes numéricos de vectores binarios que determinan las cons» 
tituyentes correspondientes de este conjunto. 

1.45. Determinar la complejidad de la forma de paréntesis minimal del conjunto M prefi- 
jado por su forma normal: 


M= MOMAOM UM O MN MsU MN MN MN Me U MN 

NMN Ms N Me. 

1.46. Hallar el número de las FNC tope del conjunto 

MM, Ma, Ms, Ma) = Mi O MaN Ms U MM O Ma U MaN 

OMUMAMUMOM N Ma. 

1.47. Determinar el rango (número de Constituyentes} del conjunto 

MiMi, Mi, .. Me) = MOMUMOM)O(M,N MU 

UM: N Me). 

1 Haltar la FNC minimal del conjunto M, determinado en un espacio cuadridimen- 
sional: M = U(I — 00, — 110, 010I, —0 — 1, 0010, —01 0-0-) 

1.49. Determinar la disminución de la potencia de la signatura de un mografo G" (M) 


que determina el conjunto M(Mi, Ma, M3, Ms) = U(O, 4, 6, 7, 8, 9, 11, 13, 15) después de 
la minimización en la clase de FNC. 
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1.50. Determinar la disminución de la potencia del portador de un mografo G™(M) que 
determina el conjunto M(Ms, Mz, Ms, Ma) = U(O, 1, 2, 3, 5, 11, 15) después de la minimiza- 
ción en la clase de FNC. 

1.51, Hallar la forma de paréntesis minimal de la representación de un conjunto M(M,, 
Ma. Ms, Ma) que contiene intervalos O — Ol, 01 — 1, L10—, 01 — O y no contiene intervalos 
30- 1, Mi— y 00 ~ 0, 


Comentarios 


La teoría de los conjuntos fue reconocida oficialmente en 1897, en el Primer Congreso 
Internacional de Matemáticos, en el cual Hadamard y Hurwitz dieron numerosos ejemplos 
de la aplicación de esta teoria en el análisis matemático, La teoría de los conjuntos fue la 
base de la creación de los sistemas algebraicos que tienen gran aplicación práctica en el diseño 
del apoyo matemático de los ordenadores. A. I. Máltzev y J. D. Birkhoff hicieron gran aporte 
al desarrollo de la teoria de los sistemas algebraicos. La teoría de los modelos, cuya signatura 
posee la propiedad de simetría (modelos simétricos), se desarrolla de modo especialmente 
tempetuoso. Esta clase de modelos permite considerar eficazmente el objeto investigado como 
una “caja negra”. Los elementos (constructivos o funcionales) del objeto forman el portador 
del modelo y su signatura determina su interrelación. Para prefijar los modelos de esta clase 
en forma óptima, fue propuesto el concepto de mografo, tres años más tarde fue “introducido” 
de nuevo en Francia e identificado por el término de Aipergrafo. 

Los conceptos algebraicos son muy eficientes para proyectar los sistemas complejos de 
mando, ordenadores, sistemas de cálculo y redes de los ordenadores, bancos de datos y pa- 
queres de programas aplicados. A mediados de los años 70 fue hecho un gran paso por el 
camino de resolver el superproblema de “enunciar qué hacer sin detallar cómo". Este 
fue hecho empleando el lenguaje de conjuntos, SETL, en el cual la construcción principal 
es un conjunto que permite simular objetos complejos en el programa. 

Para profundizar los conocimientos de los sistemas algcbraicos, recomendamos la litera- 
tura adicional enumerada en la bibliografía. 


práctica del hombre, que se repite mil 
milliones de veces, se consotida en la concien- 
del hombre mediante las figuras de la 1- 
gica. Precisamente (y sólo) debido a esta re- 
petición de mil milliones de veces, estas figu- 
ras tienen la estabilidad de un prejuicio, un 
carácter axiomático” 


Y. L Lenin, “Cuadernos filosáficos" 


CAPÍTULO 2 
Lógica matemática 


$ 2.1. Lógica de enunciaciones. 


Se denomina enunciación una oración narrativa, sobre la cual se puede 
decir que en un momento dado es verdadero o falso, pero no es la primera 
ni la otra simultáneamente. La “veracidad” y la “falsedad” de una oración 
es el verdadero valor de la enunciación. Ponemos en correspondencia a cada 
enunciación una variable igual a 1, si la enunciación es verdadera o igual 
a 0, si es falsa. Si P y Q son ciertas enunciaciones se puede formar las 
enunciaciones Po Q, P y Q, no P introduciendo las operaciones de disyun- 
ción V, de conjunción & y de negación. Los resultados de estas operaciones 
se prefijan por las tablas de veracidad (“disyunción”, tabla 2.1, a; “conjun- 
ción”, tabla 2.1, b; “negación”, tabla 2.1, c), a cada fila de las cuales corres- 
ponde biunivocamente un juego de valores de las enunciaciones componen- 
tes y el correspondiente valor de la enunciación compuesta. 


Tabla 2.1, a Tabla 2.1, b Tabla 2.1, © 
P P 
oļi 
rio 


Las operaciones de disyunción, conjunción y negación se leen como 
“O”, “Y” y “NO”, respectivamente. 
Señalemos las leyes principales que determinan estas operaciones: 
idempotente de disyunción y conjunción 


ava=a, a&a = a en 
conmutativa de disyunción y conjunción 
avb=bVa, a&b=b&a; (22) 


asociativa de disyunción y conjunción 
avíbve)=(avb)vc, a&(b&c)= (a8 b)8c Q.3) 
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distributiva de conjunción respecto a la disyunción y de disyunción 
respecto a la conjunción 


a&bVc)=a&bVa&c; ú (2.4 a) 


(Nota. No ponemos los paréntesis en la expresión a & b V a&c, ya que 
la conjunción &, como una operación multiplicativa, es mayor que la 
disyunción (que es una operación aditiva) y se cumple en primer lugar.) 


av b&c = (aV b)& (aV c); (2.4 b) 
de negación doble 

=a Q.5) 
según De Morgan 

avb=a8b,a8b=aVb; (2.6) 
de encolamiento 

a&bVva&b =a, (aV b)& (aV B) = a (2.7) 
de absorción 

ava&b =a, aslavb)=a; (2.8) 


leyes que determinan las operaciones con las constantes O y 1: 
avo0=a a£0=0,avi=1 
a&l =a, ava= l, a&ā = 0. 2.9) 


Todo enunciado compuesto con ayuda de las operaciones V, &, 7 tiene 
cierto valor veraz que depende de los valores de las enunciaciones compo- 
entes, Cualequier enunciación f puede ser prefijada en forma de una 
tabla de veracidad. Si el valor de la enunciación f depende de n enun- 
ciaciónes componentes xi, Xz, . . ., Xn la tabla de veracidad contiene 2” filas. 
Una enunciación componente x; se denominará enunciación atómica o 
simplemente variable x; examinando con esto la enunciación compuesta co- 
mo una función f de n variables. La función f que toma uno de dos valores, 
06 1, y depende de n variables, cada una de las cuales toma uno de dos 
valores, O Ó 1, se denominará función booleana f(X1, X», .. ., Xu) de n 
variables. 

Por ejemplo, examinemos un dispositivo que fija la aprobación de una resolución por 
un comité de los “tres”. Cada miembro del comité aprieta su tecla, si aprueba la resolución; 
si la mayoría de los miembros están de acuerdo, la resolución se aprueba, lo que se fija por 
el dispositivo registrador. El dispositivo realiza la enunciación J(X,, Xz, xs), cuya tabla de vera- 
cidad tiene forma de la tabla 2.2. 
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Tabla 2.2 


xn ] SO, 20) ana CORSES] 


20009 
==o0 
amaw 
-000 


Hadd 


o 
1 
1 
1 


Se puede construir el cálculo de enunciaciones empleando las co- 
rrespondientes tablas de veracidad. Con ello, es evidente que el álgebra de 
enunciaciones es isomorfa al álgebra de Boole (M, V, &, ~ ), los elementos 
de cuyo portador toman valores 0 ó 1 y la signatura V, &, ` posee las 
propiedades de operaciones de los retículos distributivos con complemen- 
tos. El álgebra de Boole es la más simple en la clase de las álgebras boole- 
anas; es una álgebra booleana de dos elementos. El álgebra de enun- 
ciaciones y las leyes que determinan su signatura pueden obtenerse, si consi- 
deramos formalmente el caso límite de retículos: un retículo de dos elemen- 
tos, en el cual 4Ub = b, cuando a < b. Este retículo se transforma en el 
álgebra booleana, si ponemos a = b, b = a. Uno de los elementos del ál- 
gcbra booleana es 0, ya que el álgebra booleana es un retículo con comple- 
mentos y por esta razón segundo elemento de esta álgebra es 1. 

En virtud de los teoremas 1.2 y 1.4, cada enunciación y su correspon- 
diente función booleana f(xi, Xz, . Xn) puede representarse en forma 
de disyunción de constituyentes 

e, 
donde 

a, E cuando g; = 1, 
x= 


2% cuando o, = 0. 
Para el ejemplo a examinar f{xı, x2, xs) puede representarse en forma 

SXi, Xa, X3) = XiX2X3 V X1X9X3 V XXXS V XXXI. 

A continuación la representación de una función booleana f(X1, X2, . . > 
Xn) en: forma de disyunción de constituyentes se denominará forma normal 
disyuntiva (FND) perfecta de la función f(%1, Xz, . ~., Xn). 

Llamaremos terma primaria una variable o su negación. 

El número de termas primarias que llevan una forma que prefija una 
función booleana A(X1, x2, . . ., Xx) se denomina complejidad L(/) de esta 
Jorma. 

La complejidad de la FND perfecta de la función f(x,, X2, x3) de la 
votación es igual a 12. Disminuyamos la complejidad de esta función 
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empleando identidades principales del álgebra de Boole, Según las pro- 
piedades idempotentes de la disyunción, se tiene 


FL Xor X3) = X1X2Xa V X1X2X3 V X1X2X3 V XXXS V XiX2xo V XXXS. 

Utilizando las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva 
obtenemos 

Sli, Xas X3) = (i V Xaxaxa V (ea V Xadis VQ V Xo)x 1x2, 
Finalmente tenemos 

SXi, X2 X3) = X2X3 V XX3 V XX2 = x3 (2 V X1) V X1 X2. 

A consecuencia obtenemos la complejidad L(/) de la función A(x, X2, 
xs), igual a 5. 

Las funciones fa(X1, X2, n» Xn) Y fai, X2, - - .» Xn) se llaman iguales, 
si sobre cada uno de los juegos binarios (01, 02, . . ., on) 


SAO, 0, -n On) =Íxk01, 02, -y On). 


§ 2.2. Minimización de las funciones booleanas 
en la clase de las FND 


Empleando el isomorfismo del álgebra de Boole y del álgebra de conjuntos 
se puede aplicar con éxito el método de tablas implicantes, para minimizar 
las funciones booleanas. 

Examinemos con anticipación una descomposición de la función boole- 


ana f(X1, Xz, » » «+ Xn) respecto a k variables (con precisión respecto a Xi, 
» xx): descomposición de Shannon. 
Teorema 2.1. Cualquiera función f(X1, X2, . . ., Xn) es representable en 
Jorma de descomposición de Shannon: Š 
Si, Xor ++ m Ms Xd do o 0 Xa) = v & E) Aon a... 
por todos — Mimi 
los juegos 
(o onis 0) 
A) (2.10) 


donde o; = 0,l; i = 1, 


Ee E cuando a; = 1, 
Xi cuando 0 = 0. 
a Empleando el método de inducción completa, demostremos que 
xy =1+ex<=0 (tabla 2.3). 
Tabla 2.3 


oo 
o 
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En vez de las primeras k variables sustituyamos arbitrariamente sus va- 
lores: xı = øj, X2 =03, . ... xx = ox”. Entonces el primer miembro de la 
fórmula que se demuestra es igual a f{øi, 02, ... dk, Meets «> » Xa). El 
segundo miembro es la disyuncción de 2* conjunciones de tipo x'X%, 


o XEJNOL) 02, -. -y Oks Xk+1» »»- Xa) que se parten en dos clases me- 
diante esta sustitución. La primera clase incluye la conjunción, para la cual 
el juego (01, 02, . . -, ax) coincide con el juego (ol, 0%, .. n 0%): 


(oo... (RARO, o3, -oa Ok, Xeen > 
2 X= ll... LAO, o, oas Oks Xk is 
PELET O E E E FE 


Esta conjunción es igual al primer miembro de la fórmula. La segunda 
clase incluye 2* — 1 conjunciones, cada una de las cuales tiene o] 54 or por 
lo menos en una variable xi, ¿€ {1, 2, . . „ k}. Por consiguiente, cada una 
de ellas es igual a cero. 

Entonces, en virtud de la ley que caracteriza operaciones con las cons- 
tantes, a VO = a, obtenemos que los miembros segundo y derecho de las 
fórmulas son iguales entre sí para cualesquiera sustitución de las variables 
ETE E 

Corolario. Una descomposición límite de Shannon (k =n) de la función 
booleana f(X1, X2, +. » Xa), distinta de cero, tiene forma 


SO Xas +1 Xa) = v Ex eu) 
por todos 1S4 
los juegos 
(a, anen., 2) 
sobre los cuales 
i rom 


La descomposición límite de Shannon de la función booleana (X1, X2, 
Xn) es su forma normal disyuntiva perfecta. 

En el álgebra de Boole es válido el principio de dualidad puesto que, 
como fue demostrado en el capítulo 1, ella es un retículo distributivo con 
complemento. Debido a este principio, tenemos las siguientes descomposi- 
ciones duales de Shannon de la función booleana J(X1, xz, --.-, Xk 
Xktis +- Xn)i 

según a k variables 


Poen 
mo & V XV Alon O2,» -y Oks 
vor todos: — Niza 


Sis Xas -© Mo Xe 1s + 


Jos juegos 


E) e12) 
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la decomposición límite dual 


SO, Xos -o s Xa) = $e (y (2.13a) 


La descomposición límite de Shannon de la función booleana f(x, . 
Xas +.» Xn) es su fórma normal cojuntiva (FNCj) perfecta, 


Ejemplo 2.1 Construyamos las END y FNC) perfectas de la función booleana J(x1, x2, 
xo) prefijada según la tabla de veracidad (tabla 2.4). 


Tabla 2.4 
2. San 20, 2 xo A 20) 
0.0.0 100 o 
0.01 1.01 1 
0.10 1,410 o 
0.11 EE. 1 


Las FND y FNCj perfectos de esta función tienen, respectivamente, la forma 
FO Xa, XI) = KAT V XN V XIDO V XAS 

Au Xa xX) = (0 Va V D) VR V DI Va V2) 

Gavi VA) 


En adelante se considerará la teoría de la FND, de la cual es fácil cons- 
truir la teoría de la FNCj basándose en el principio de dualidad. * 

Prefijemos una función booleana f(x, x2, Xn) con ayuda de un hipercu- 
bo, a cada vértice del cual le corresponde biunivocamente un juego binario 
(01, 02, an); los vértices están ordenados por niveles: el ¡-ésimo nivel 


P n E 4 2 
contiene ( vértices, a los cuales les corresponden los juegos binarios 


que contienen j unidades; los vértices se unen por una arista, si sus juegos 
binarios correspondientes se distinguen en un, y sólo en un, orden. 

Los juegos binarios se prefijan con frecuencia por equivalentes decima- 
les (01, 02, . . ., 09) + 2) 0:2”7* y la función booleana, por la enumeración 

a 

de equivalentes decimales que corresponden a las constituyentes (a las con- 
junciones de la descomposición límite de Shannon). Por ejemplo, f(x1, X2, 
X)jı = V(O, 1, 2, 3, 7) (tabla 2.5). 
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Tabla 2.5 
Equi- Equi- 
valen- ajaja Œa | wa |a A 2.00) 
te decimal ») te decimal 
o 0 0 o 1 4 1 0 o o 
1 o o 1 1 s 1 o 1 0 
2 0 1 o 1 6 1 í: 0 o 
3 o 1 i 1 7 E 1 1 1 
Los vértices, en los cuales f(X1, X2, . - -, Xn) = 1 y que forman un hiper- 


cubo engendran el intervalo unitario de esta función, Un intervalo unitario 
la de una función booleana f se denomina maximal, si no existe ningún 
intervalo unitario Ip que incluye la. 

En el ejemplo dado los intervalos unitarios son los conjuntos de vérti- 
ces: (03, (1), (2), (3), (7), (0,1), (0,2), (1,3), (2,3), (3,7), (0, 
1, 2, 3); los intervalos maximales son (0, 1, 2, 3), (3, 7). 

La conjunción que corresponde al intervalo unitario maximal de la fun- 
ción f se denomina implicante simple de esta función: 


(0,1,2,3) +x, (3,7) +0. 


Prefíjaremos un intervalo unitario por la enumeración de vértices y, 
también, con ayuda de una sucesión de símbolos 0, 1—, donde el guión 
significa que en la conjunción está ausente la variable correspondiente: (0, 
1,2,3)+0 - =, (3,7) + -1L 

La disyunción de todas las implicantes simples de una función booleana 
se denomina FND abreviada de esta función. 

El paso de la FND perfecta a la abreviada es univoco y se realiza emple- 
ando la comparación de dos a dos entre las constituyentes de los niveles 
vecinos (cuyos números difieren en unidad). 

Tienen gran importancia las funciones booleanas débilmente definidas 
Si(Xus Xz, » «++ Xn) que poseen las siguientes propiedades: 

1) el número de variables n es grande; 

2) la potencia de la unión de las regiones unitaria Yi y nula Vo es mucho 
menor que 2”, donde estas regiones se forman mediante los vértices, en 
los cuales la función es igual a 1 y O, respectivamente; 

3) las regiones unitaria y nula se prefijan por los intervalos 
correspondientes. 

El conjunto de los vértices de un hipercubo, sobre los cuales una función 
es igual a O y que forman un hipercubo, se denomina intervalo nulo. La 
FND abreviada de las funciones débilmente definidas se construye con ayu- 
da de la tabla de distinciones. 

Llámase tabla de distinciones una tabla bidimensional de orden 
n x [Vo], a cada fila de la cual le corresponde biunívocamente un orden 
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del intervalo unitario, que se examina y a una columna, el intervalo nulo. 
En la intersección de la ¡-ésima fila con la j-ésima columna está el resultado 
de la operación: 

090=0, 190=1 -00=0, 

00!1=1, 190=1 -Ql1=0, 

00-=0 18-=0 -6-=0, 
con la particularidad de que en calidad del primer argumento se toma el 
valor del ¡ésimo orden del intervalo unitario y del segundo, el valor del 
i-ésimo orden del intervalo nulo correspondiente a la j-ésima columna. 

La formación de intervalos maximales se reduce al cubrimiento de las 
columnas por las filas de la tabla de distinciones. En efecto, los intervalos 
maximales en las funciones débilmente definidas constan de los vértices 
de las regiones unitaria e incompletamente definida. La unidad en una 
célula (i, j} de la tabla de distinciones muestra que si dejamos el ¡-ésimo 
orden en la conjunción, el -ésimo intervalo nulo no se incluye en el hipercu- 
bo que corresponde a esta conjunción. Por consiguiente, el cubrimiento 
de las columnas por las filas engendra un intervalo maximal de la función 
booleana débilmente definida, que se examina. 

Ejemplo 2.2. Consideremos como se halla la FND minimal de la función booleana 

a f en los intervalos 0-0-0-0, 11—0—01, 0- -001 —, 

O en los intervalos 10-0-01, 00- -10~, HOL=0=, 


o una función prefijada con ayuda de equivalentes decimales de los elementos minimales y 
maximales de los correspondientes intervalos que se obtienen sustituyendo los códigos nulo 
+. 0 y unitario 11 ... 1 en vez de guiones, 


1 en los intervalos (0, 42), (97, 117), (2, S1); 
La do 
0 en los intervalos (65, 85), (4, 29), (104, 109). 


Formemos un conjunto de intervalos maximales (1, ,, ), que contienen un intervalo uni- 
tario (0, 42), por la tabla de distinciones (tabla 2.6, a), cuyas filas se identifican por las letras 
a, b, c, d, e, g, h 

Tabla 2.6, a 


Intervalos nulos 


Intervalo unitario 


eran on 
otololo 
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Forma normet disyuntevo [FJ 
da la función (Xy, Xz,...,An) 


FWD obreviada de 
la función 
CIA 


los FND tope de la 
unción Flt, Xg....10) Fig. 2.1 


Al emplebar el método de Petríck hallemos todos los cubrimientos de esta tabla (a V 4) 
ea = ae, Tenemos un cubrimiento que corresponde al intervalo maximal 0 — — — 0 = = 
. (0, 59), al cual te corresponde la implicante simple 
De modo análogo hallamos conjuntos de intervalos maximales que contienen los demás 
intervalos unitarios: 
lpas 2097, ND) = 102, 119)1 — 20%; 


Hass 2 @ SD) = 1O, 59), (2, 123)1 + Fiks, Txs- 


Como resultado se ha obtenido la FND abreviada de la función boole- 
ana J(X1, Xz, . . . X1) que ya es completamente definida. La región unitaria 
P, de la función J contiene la región unitaria V; de la función £ Vi D Vi, 
la región nula Vo de la función / comprende la región Vo de la función 
£ > Vo: 

Jan xa X1Xs V X2Xa V Xs X6- 

La formación de los intervalos maximales y la construcción de la FND 
abreviada de la función J'es la primera etapa de la minimización en la clase 
de las FND. La segunda etapa es el paso de la FND abreviada de la función 
J a la FND tope de esta función (fig. 2.1). 

Se llama FND tope de la función booleana fíX1, Xz, . . . Xa) una FND 
que no determina la función f con una exactitud de región incompletamente 
definida cuando se elimina aunque más no sea que una terma primaria 
arbitraria x”. La FND tope de una función booleana se obtiene como re- 
sultado del cubrimiento de las columnas por las filas de una tabla implican- 
te (una tabla bidimensional, en la cual a cada fila le corresponde biunivoca- 
mente un intervalo maximal, y a cada columna, un intervalo unitario, 
mientras que en la intersección de una ¡-ésima fila con una j-ésima columna 
se encuentra 1, si el j-ésimo intervalo se incluye en el ¿-ésimo intervalo maxi- 
mal, en el caso contrario en la intersección se encuentra 0). 


» X1) 
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Construyamos una tabla implicante para el ejemplo considerado (tabla 2.6, b). 


Tabla 2.6, b 


Intervalos unitarios de la función Y 


Intervalos unitarios 
maximales de la 
función Y 


(0, 59) 
G2, 119) 
(2, 123) 


La tabla tiene un cubrimiento que se forma por la primera y la segunda filas. Este cubri- 
miento engendra la FND tope de la función (xa, Xz, . .. X7) = X1X5 V Xaa- 

Teóricamente, cuando n — œ, el número de las FND tope de la función 
booleana f(X1, X2, . . -» Xn) crece como el número de todas las distintas fun- 
ciones booleanas de n variables 2”. De modo práctico el número de las 
FND tope aumenta con más lentitud que 2* a costa de un gran número 
de los vértices incompletamente definidos del hipercubo. El sondeo de todas 
las FND tope de la función booleana f determina la selección de la FND 
minimal de esta función. 

En el ejemplo a examinar existe una FND tope; por consiguiente, es 
la FND minimal de la función AX, Xz» -. + X1): 

Sa, b, c d) = adv be, 
donde a = Xi, b = Xz, € = xa, d = xs. Contando con esta definición suple- 
mentaria, la función depende de cuatro variables. 

Una función booleana obtenida de la función f(%1, X2, » Xn) fijando 
una f-ésima variable, ¡€ (1,2, . . „ n), llámase residual. Si xi = 1, la fun- 
ción residual se denomina unitaria, si x; = 0, nula. 

La función booleana fíxX1, Xz, . .., Xn) depende insustancialmente de 
la ¡-ésima variable, si sus funciones residuales respecto a esta variable son 
iguales. 


$ 2.3. Completitud 


Cualesquiera enunciación compleja puede representarse en la forma de una 
expresión que contiene enunciaciones simples (variables) xı, operaciones de 
disyunción, conjunción, negación y, tal vez, paréntesis (). Consideremos 
qué propiedades deberr satisfacer las operaciones por cuyo medio se puede 
expresar cualquiera enunciación compleja. 

Simularemos la conjunción y la disyunción por la conexión en serie 
y en paralelo, respectivamete, de los elementos clave (para la exactitud: se- 
miconductores), simularemos la negación por la inserción de carga en el 
5—6577 
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| Eres 
aulas 


circuito colector del transistor. Entonces la función booleana, obtenida a 
fines del párrafo anterior, se realiza en forma de un módulo integral con 
el circuito de sustitución representado en la fig. 2.2. Designemos la opera- 
ción que se realiza por este elemento mediante o (a, b, c, d) y consideremos 
el álgebra de enunciación de tipo (M, a ), donde M son las enunciaciones 
lógicas y o(a b G d)= ad V bc. 

Establezcamos, si se puede representar cualesquiera función booleana 


SE 


Q 


O (a,b,c,d) 


Fig. 2.2 


Sr, Xz, . - -» Xn) en forma de superposición del sistema S = [ 0), como 
lo es posible en el caso del sistema {v, 8, ~}. 
Llámase superposición del sistema S = [pr(X17 Xz, +... Xx), Pa(X1, + ++ 


aa Iy Med gi(Xis Xz, » - + xx) cualesquiera función / obtenid 

a) de px, Xz, .... xx) cambiando las denominaciones de las va- 
riables, gy € Sy 

b) sustituyendo algunas variables de una función ga(Xi, X2, ++, Xk.) 
por las funciones pj(Xi, Xz, ++. Xx), Par PES; 

c) aplicando repetidamente los puntos a) y b). 

Un sistema S se llama completa en Px, si cualesquiera función f, f € Pk, 
es representable en forma de superposición de este sistema y se denomina 
base, si la completitud de S se pierde, cuando se elimina, por lo menos, 
una función, donde Pk es una lógica de k signos. 

Expresemos la disyunción y la negación mediante o (a, b, c, d); enton- 
ces, debido a la descomposición de Shannon y la ley propuesta por De 
Morgan, cualquiera función booleana /(X1, X2, . . ., Xn) puede expresarse 
por medio de S=(0]: 


a= o (a, a, a, a); 

avg = ua VBB = oQ, B, B, a) = 

o(0(, a, a, a), 8, o (B, B, B, 8), o(a, a, a, a). 

En el caso general para establecer la competitud de un sistema 5 de 


funciones booleanas f(S en Pz) se utiliza el criterio de completitud de 
Post—Yablonski. 


$23. Completitud 6 


Definamos con anticip: n cinco clases de funciones booleanas. 
Llámase clase Ko de funciones booleanas f(X, Xz, . . -» Xn) que conser- 
van la constante © un conjunto de funciones de la forma 


Vil, X2» + --» X0/440, O, -~ 0) = 0). 


Se denomina clase K, de funciones booleanas fi(X1, X2, .... Xna) que 
conservan la constante 1 un conjunto de funciones de la forma 


fSilXis X2 ÍA, dy. Da 1. 


Tomando como ejemplo el sistema S = {o ) examinemos los tests de reconocimiento 
de funciones que poseen estas propiedades: 


o(a, b, o d) 
2(0, 0, 0, 0) vO=1, afa, b, c d) 4 Ko, 
o0, 1,1, 1D) =Tivil =0v0=0, o(a b c AEK. 


Se llama clase Ki de funciones booleanas lineales f(X1, Xa, . « «» Xa) UN 
conjunto de funciones de la forma 


(VQ, 22s + +, AnS Xes 

w ca=0,1i=12,... 
donde O, Y) son los signos de la operación “adición según el módulo 
dos”: 

080=0,001=1,100=1,101=0. 


, Xa) = œ © Box), 


Establezcamos sì la función booleana o(a, b, c, d) es lineal. 

Supongamos que ésta es lineal y, por consiguiente, representable en la forma 

o(a, b, & d) = 049 aa ® cb O cc O cad. 

Hallemos coeficientes incógnitos Co. Co, C», Ce, Ca, partiendo de la suposición de linealidad 
de esta función. Fijemos un juego 0000: 

(0, 0, 0, 0) = 1, 

© © c0 © 0 O a0 O cA lI o o l N 

De manera análoga definamos los coeficientes Ca, Cp. Ce, Ca, fijando respectivamente los 
juegos 1000, 0100, 0010, 0001. Tenemos: 

a(i, 0, 0, 0 = T-V 0ő = 0v0 = 0. 

10419000000 r0 =10 co 

100=00=6 

o(0, 1, 0, 0) =0-0v 1-0 vi=l 

1910001000 c0=10 0, 

1@a= l, 

o(0, 0, 1, 0 = voi =1v0=1 

19 109009 cl O c40=10 co 

10c6=16=0; 
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a, 0, 0, 1) =Ó1v00=0v0=0, 

10109009000 cri =0, 

1@ cam O, csm 1. 

De modo definitivo obtenemos 

ala b c d) =1@a@ d 

Esta igualdad no se mantiene en cada uno de los demás 11 puntos. En efecto, en el punto 
(1, 1, 1, D tenemos 

att, 1,1, ) = TIv 1T = 0v0 = 0, 

10101=1,0%1 

Por consiguiente, la suposición hecha es inválida. La función o(a, b, €, d) es no lineal: 
ola, b. c d) g Ki 

'Se denomina clase Ka de funciones booleanas autoduales fx. Xz, 
de funciones booleanas de la forma 

LO, Xas os XA, Ms > o oy Xa) = Ts Fas + m 2) 


Consideremos la propiedad de autodualidad de la función booleana o(a, b, c, d). Cons- 
truyamos una tabla (tabla 2.7)2 x 2" (n = 4) que en la primera fila tiene equivalentes decima- 
les correspondientes a los juegos (a, b, c, d), en la segunda, valores de la función o(a, b, 
€, d) que corresponden a estos juegos. 


Xa) un conjunto 


Tabla 2,7 


Una función es autodual, si sobre cualquier par de juegos contrarios 
(juegos para los cuales la suma de sus equivalentes decimales es igual a 
2" — 1) la función toma los valores contrarios, 


La función O(a, b, c d) no es autodual: O(7) = O(8). 


Se denomina clase Km de funciones booleanas monótonas fi(xı, Xz, . . 
+ +» Xa) un conjunto de funciones booleanas de la forma 

Lilis Xos + A0)/(0Í, ahs -s 05) > (01, 02, -y 00) ** 

+(>01=1,2,..., 5) > foi, dh- a 0) >/(01, 02. a 0m)). 


Para realizar los tests de monotonía de la función O(a, b, c, d) construiremos un hipercu- 
bo y analizaremos la distribución de valores de esta función en él (fig. 2.3). Si existe al menos 
una arista, a cuyos fines se les ponen en correspondencia los juegos binarios 


.. y (0%, 0, . 0) de tipo 
(oi, 03, -... 05) > (01, 02, -- -, on), para los cuales 
Koi, 0%, +, 05) < f0r, 02, > -y On), tal función 
ra no es monótona. En otras palabras, en el hipercubo existe por lo menos un 0 que 
ed. 
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Fig. 2.3 


La función booleana a examinar O(a, b, c, d) no es monótona (fig. 2.3): 


4, 0, 0, 0) > (0, 0, 0, 0), 

Sí, 0, 0, 0) < AO, 0, 0, O). 

Criterio de completitud. El sistema S de funciones booleanas fi es 
completo si, y sólo si, se cumplen cinco condiciones: existen una función 
fie S que no conserva la constante cero: fi # Ko; una función fi €S que 
no conserva la constante unidad f; $ K,; una función no lineal, una función 
no autodual y una función no monótona en el sistema S. 

Al usar el criterio de completitud y el método de Petrick en Pz cons- 
truiremos las bases posibles con operaciones cero-, mono- y biádica. 

Construiremos todas las funciones booleanas de dos variables (tabla 
2.8). 


Tabla 2.8. 
Visidis | Funciones booleanas 
ES a La Aj Sa | fi [fs [fa | As 
o o jojojojo EA Os 1 
o 1 fofojojo opfrififa 1 
1 o jojojiji 1jojojp1 1 
1 1 tolitola 1ılolilo 1 
El índice ¡ de una variable funcional fi, į = 0, 1, 2, ..., 15, es igual 


a un juego equivalente decimal de valores de esta función leído de arriba 
abajo. Señalemos estas funciones booleanas. 
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La función fo(x1, x=) = 0 es la constante cero. 

La función fi(xı, x2) = xıX es la conjunción. 

La función fi, x2) = xoa = X Vo = xX =X = xı px es la coim- 
plicación izquierda (se lee “no si xı, entonces x”, el prefijo co proviene 
de la palabra latina conversus que significa inverso). 

La función A(x, x2) = AXN XKX E Xi 

La función fa, x)= Xa = XV = X S = x t es la 

coimplicación derecha. _ 

La función fs(X1, X2) = XX2 V 01% = X2. 

La función fs(X1, X2) = X1X2 V XıX2 = xı O x2 es la adición según el mó- 
dulo dos o la función de no equivalencia. 

La función f(x, x2) = xı Væ es la disyunción. 

La función fa(xı, X2) = XX2 = Yı V Xz = x1° x es la función de Webb. 

La función H(X, x2)=x02 Vxxx =x10wx es la función de 
equivalencia. 

La función fio(x1, x2) = Xz es la negación 

La función fiii, x2) VaV XIX = XVX = X xa es la 
implicación derecha (se lee “si xz, entonces xi” 

La función fiz(x1, X2) = xı es la negación. 

La función fiX, X) > 102 V NXV NX = Xı VX = X > x2 es la 
implicación izquierda (se lee “si xı, entonces xz”). 

La función fisi, X2) = XiX V MX V XiX2 = Xy V Xa = 1 | x2 es la fun- 
ción de Sheffer. 

La función fis(x1, x2) = 1 es la constante unidad. 

Para engendrar todas las bases en P construiremos una tabla bidimen- 
sional (tabla 2.9), a cada fila de la cual le ponemos en correspondencia 
biunívoca once funciones (no consideramos las funciones f, fa, fs, fios fia) 
a cada columna le ponemos en correspondencia una clase: Ko (Ko son las 
funciones que conservan la constante cero), Kı (Kı son las funciones que 
conservan la constante unidad; Ki (Kı son las funciones lineales); Ka (Ka 
son las funciones autoduales); Km (Km son las funciones monótonas) y en 
la célula (i, j) ponemos 1, si la +ésima función no pertenece a la j-ésima 
clase, en caso contrario dejamos la célula (i j) vacía. 


Tabla 2.9 


Clases 
Identificador | Funciones 


de la fila h Ko | Ki ] K ] Ka Ka 


sanos 
van=o 
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Identificador | Funciones 


de la fila h 
xa K | a | Ka 
T 


z 


us 3” 
5 


Por medio del método de Petrick, transformando la forma multipli- 
cativo-aditiva en la aditivo-multiplicativa engendramos todos los cubri- 
mientos de las columnas por las filas de esta tabla: 

(@VkymVnypVravcVydvygymVpbVcVevgVnVp)& 

&(avbVcevydvevgykVnvypVríeydvgVykymVnVyp)= 

(g Vakv kev kdv mV anv en V dav pV ar\ cr V rd)& 

&(bvevevgvnypevdVygykV mV nyp) = 

(g Vak v keV kdv mV an V cn V dn V pV ar V cr V rd) € 

&(cvgvnV pV bdV bkv bmv ed V ek V em) = 

gV pV abkV keV an V cn V dn V ake V kbd V ked V 

V meV mn Y bm V meV cr V rbd V red = 

= g V pV keV an V cn V dn V meV mn V bm V me V 

v cr V abk V ake V kdb V ked V rbd V red. 

Cada uno de los cubrimientos obtenidos m; engendra la base Bs: 

m = fg) “Bı = [>] es la base de Webb; 

me [p] + B= (|) es la base de Sheffer; 

m = fk, c) + By=(+, 00), 

m = (a, n} + B, = ~>, 0 ) es la base implicativa; 

ms = (6 n) > B= {>, +), 

T6 = (d, n} © Bs = {>, 0), 

m= {m, c} + B = (+, <} es la base coimplicativa; 

m = fm, n} Bs = (>, ~} es la base implicativa; 

my = (b, m} + By &, 7) es la base conjuntiva de Boole; 

mo = {m, e} + Bio = {V, 7] es la base disyuntiva de Boole; 

ma = {a r) > Bu = (+, 1) es la base coimplicativa; 

"n= fa, b, k} e Ba = {%, &, 0); 

ma = (a k, el + Bi = (0, V, 0); 

mu = {k b, d} > Bu = 10, €, œ}; 
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mis = {k, e, d} + Bis = (0, V, œh; 

mis = {z b, d) + Bi O, €, 1) es la base de Zhegalkin; 

m7 = {7 e d} e Bn = (@®, V, 1). 

Quedan obtenidas 17 bases, en cada una de las cuales no se puede quitar 
ninguna función sin perder la completitud en Pz. 

En la base (V, &, 7} a cualesquiera enunciación compleja le co- 
rresponde una enunciación equivalente en cualesquiera de estas bases. 

Por ejemplo, en la base implicativa (>, ~} a la enunciación “no a 
o b y c” le corresponde la enunciación equivalente “si a, entonces no si 
b, entonces no c”. 

avbe=a=>be=a+>bvc=a=>(b=0). 

La realización técnica de las funciones básicas puede tener por funda- 
mento el empleo de distintos fenómenos físicos, por ejemplo, la implicación 
y la coimplicación se basa en los fenómenos magnéticos y las funciones 
de Sheffer y Webb, en los fenómenos de semiconductores. 

De acuerdo con las normas estatales de la URSS 2.473-72, los elementos 
básicos se representan gráficamente en forma de rectángulos, en los 
cuales las entradas inversas y la salida se representan como círculos no raya- 
dos y se pone encima 1 si la cópula exterior es la “disyunción”, y &, si 
lo es la “conjunción”, excepto la adición según el módulo dos (entonces 
encima se pone M2) y la equivalencia (que se designa por =) (fig. 2.4, 
a). Los elementos más complejos se representan gráficamente en forma de 
composiciones de los elementos enumerados a base de la representación 


"constante | Megoción | Disgunción VCoyunción Elemento | Elemento 
Elemental gro a ra Pes de webo | deSheljer 
Y avy aby 
7 7 7 E 
z ME x WE 
ción F 
Y Y y 
e TE 
latomentoUmaticaccón |Coimouca- |actición madleguwatencia [constante 
Ivy  |eónmty |2 x-y roy umdad 
7 a Sul7 
esga] 7 q ?|i 2 
cida $ 
y y 7 g 
2) Y 
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de una función booleana realizable en forma de una FND o una FNCj. 
Por ejemplo, el elemento examinado antes O(a, b, c, d) puede ser represen- 
tado gráficamente en forma de un rectángulo (fig. 2.4, b) que corresponde 
a la FND de la función O(a, b, c, d) = adv bc. 
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Examinemos la síntesis de los circuitos lógicos en una base prefijada. 

Demos el método de simulación directa de las cópulas V, &, 7 con 
ayuda de las cópulas de la base prefijada. 

1. Para una función booleana prefijada se halla su forma de paréntesis, 
óptima en el sentido del número de cópulas v, &, ~. 

2. Se expresan las cópulas clásicas V, &, 7 en forma de una superposi- 
ción de la base prefijada. 

3. Se ponen los resultados del punto 2 en la expresión obtenida en el 
punto 1'marcando con trazos en esto las uniones de los bloques que simulan 
V, 8, ` en la base prefijada. 

4. Al analizar las uniones y utilizando la ley de doble negación, se elimi- 
na la redundancia del circuito lógico. 

Ejemplo 2,3, Síntetizar un circuito lógico que realiza una función booleana 


P y = f! sobre =o = 10, 10 — 13, 0 = 101, 
a 39, ay, a, 2) = 
fidis O sobre 1 = 10=, 1 — 001, 0 — 100 


enla base B = (=>, 0). 

1. Al cubrir las tablas de distinciones (tabla 2.10, hallemos la FND abreviada de una 
función booleana completamente definida J, cuyas regiones unitarias A7, y nula Mo incluyen 
respectivamente regiones unitaria y nula de la función dada f, 7D f. 

La FND abreviada de la función J tiene siguiente forma: 


FO» Xas © m X5) = Ma V Xx 
2. Expresamos las cópulas V, &, ~ por medio de las de una base implicativa: 


0) = (a — (b— 0) +0. 


Tabla 2.10 


Intervalos de ta región nula de la función 7 
Intervalos de la región 
unitaria de la función f 110 1001 o— 100 


CIEE- 
e-]ol 
o-ooo 
2000 
o-ooo 
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aa 
Intervalos de la región 


emiiara de la función Y | RRE TERET pan 
E 1 o o 1 
E o o o o 
= - o o o 
xa 1 1 i 1 
x5 1 o o 1 
E o 1 1 o 
- - o o o 
ES 1 o i o 
E o o o o, 
xs 1 o o 1 


El punto 3 es realizable en forma de un grafo con vértices ponderados, —, f, xi, 0 (fig. 
2.5, a). En la base dada la ley de doble negación puede representarse como en la fig, 2.5, b. 

Eliminando la redundancia, obtenemos el circuito lógico S (fig. 2.5, c). 

El método descrito de sintesis puede aplicarse con éxito para proyectar circuitos simples. 

Examinemos una serie de métodos de proyectar circuitos. La eficiencia 
de cada uno de ellos aumenta en comparación con los anteriores. 

El método de cascadas basado en la descomposición de Shannon 


A A Xa) = 


k 
a MI & Slo 02). ., Oks Xens + 
Vat 02700004) ¿21 


permite, al existir los bloques de exclusión de k variables, reducir la realiza- 
ción de una función booleana de n variables a la realización de una función 
de n — k, k > 1, variables. A su vez, la dimensión de funciones residuales 
S(T, 02, +. «y Ok, Xk+ t» « - -» Xn) puede bajarse a su vez al excluir £ variables, 


Xa), 
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etc, hasta que las funciones residuales tengan la forma simple y su realiza- 
ción no sea difícil en la base prefijada. 

La complejidad de funciones residuales depende del grado de exclusión 
de variables en una función booleana dada fixi, xz, - « », Xu). El número 
de todos los posibles procedimientos de exclusión de variables aumenta de 
modo combinatorio. Por ejemplo, si utilizamos sólo los bloques que exclu- 
yen una misma variable en cada nivel, este número es igual a n!. Empero, 
en todo nivel se puede excluir tanto una misma variable como también dis- 
tintas; luego, a cada paso se puede excluir diverso número de variables (una, 
dos, tres, etc). Escoger una exclusión óptima de variables mediante el son- 
deo de todos los procedimientos de exclusión es un proceso que requiere 
trabajo de mucha laboriosidad. 

Una exclusión óptima se busca empleando criterios heurísticos uno de 
los cuales se basa en el empleo de la noción de la derivada de una función 
booleana. A 

Derivada de primer orden z de la función booleana f respecto a una 


variable xi 


L = fx, Xi-tr 1 Xa) Of, Xz + 


ad (2.13b) 
donde f(X1, Xz, + + +» Xi- 1s l, «+ .. Xa) es una función residual unitaria; f(x, 
Mas «+ <> Xi 140, « - » Xa) es una función residual nula; aquí y a continuación 
0 es la suma según el módulo dos. Una función residual unitaria se obtiene 
después de hacer una variable x igual a la unidad, una función nula resulta 
después de hacer x; igual a cero. 


Ejemplo 2.4. Calculemos la derivada L de la función booleana 
a 
So xa i = V (0, 4, 7) 


donde O, 4, 7 son los equivalentes decimales de juegos binanos, sobre los cuales la función 
f es igual a 1, 


SO Xar X) = NN V 0 


Según la definición, 


E aa 
Lv or = 
ax 


= (20 Vaaa V x3) V 

V Rz V X) V X3) & 12 = 2x0. 

Una derivada de primer orden ES de la función booleana fixi, .. 
< xs) determina las condiciones, para las cuales esta función cambia su 
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valor cuando se conmuta la variable x; (el valor de x se sustituye por su 
contrario). 

En el ejemplo considerado la función f(x1, xz, x3) cambia su valor ø por a(o — 9), o = 0, 


1, al cambiar el valor de la variable xı, o — o, bajo la condición de que la conjunción 9x0) 
tome el valor de “verdad”, o sea, 2 =% = 1, 


Se denomina derivada mixta de la función booleana 


J una expresión de la forma 


(2.14) 


se calcula aplicando 


CN 3 
la relación (2.13) k veces y fijando las variables Xi, Xi» + . „ Xu (no tiene 
importancia el orden en que se fijan las variables). 
i AY s 

La derivada de orden k -y 223 de la función booleana 
Sis Xz» + + +» Xn) respecto a las a variables Xi, Xis .. ., Xi determina las 
condiciones, para las cuales esta función cambia su valor sustituyendo si- 
multáneamente los valores de las variables Xi, Xi, -s Xn. 

k 
Según Bochmann, la derivada de orden k ——— |? —— de la 
Blis Xis ++ +» Xa) 


función booleana f(X1, Xz, Xa) respecto a las variables Xis Xi, ..., Xn 


es igual a la suma según el módulo dos de todas las derivadas de primer 
orden, de las segundas, las terceras y las k-ésimas derivadas mixtas fijando 
las variables Xi, Xis + Xn: 


af a Pf 
CARETAS 2 a > > az > 


ijizj 


as 
e 2 ob AR T 


dahi Mai 


is iis dar << dee (2.15) 

Ejemplo 2.5. En un circuito lógico que realiza la función booleana 1, xz, 
X3) = Xixa V XıXs, determinemos las condiciones de conmutación de un canal de salida f cuan- 
do se conmuta cada canal de entrada, se conmutan simultáneamente el primer canal y el 
segundo, y, al mismo tiempo, los tres canales xi, x2, X). 


> ÓXi 
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Tenemos: 
Lava L 005 = 010 OD) = 200 
xa EA 


Lom 0 0 D = 0. 


La condición -24 = 1 es la de conmutación del canal de salida f cuando se conmuta 


el canal de entrada xı: 1 en caso de alimentación del segundo canal ó O en caso del tercero; 
¡ón del primer) canal xı de a a g(o — o), el canal de salida se conmuta de 
.1). El canal de salida f se conmuta, a — o, cuando se conmuta el canal 


de entrada xa, o = o, six, =x% = 1, y f se conmuta a — a, cuando se conmuta xy, g — 0, 
Xz = 0, o = 0,1. Luego hallamos: 
ð 
Briana 2 (20) -on-a 
ARA 


ES 
Dam O y = la Vx) O am O 1) = 

= (21D) Onn = myka V 

V (a V%5) E Xx = La VD) VD) Y 

vindin VIVIDA = 

= B Va V XX. 

El canal de salida f se conmuta con cualquiera conmutación simultánea de los canales 


de entrada x3, x2, cuando xy = 0, e independientemente del estado del canal de entrada xs, 
cuando x; y x} se conmutan de 1,1 a 0,0 o de 0,0 a 1,1. Determinemos 


EE 
E 
MAA MN ir 


anas dx \ dx 


an 2 (a 
dd dx \ dx 


EE E IBAN 
anaman ax, \ Daa d 


ey ad y 
A a a a È 
ey er Èf 
E ðxiðxa — dxidxy o ix 8xy > 
o mv) 0x0 0 


dx 
CEECEE TELLE 

=M1)0M0 1050000 
0%=(2V13)9100 120% = 
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= (44%) 930 9x1 0 1) = 
=(1V5) O 100 O 11 O 1 
viann V aV B 2x0) O 
O xix = (00 VII Va) Y 
viw $ 00) O ix = G V xa V 
Vx) O X = ( Vna V 
viw) ® Dux = OVa VaR) & 
& Iia V (0 2 V XXa) & Xo = 
= (is Von v HI VDV 
Vai Vaa Val = 

= XIX V xia V FO V MaX V 

V iia XAO VO V 1020 V 
V XA V Xx V FaN. 


Con la conmutación del vector de entrada 4 + 3, 6+ 1 y 7 ++ O se conmuta el canal 
de salida f 


El criterio de exclusión óptima de las variables en el método de cascadas 
consiste, primero, en la exclusión de variables, con la conmutación de las 
cuales la función booleana se conmuta con el número máximo de condi- 
ciones. Este número máximo se determina por el peso de la derivada. 

Llámase peso de la derivada de la función booleana el número de cons- 
tituyentes de esta derivada. 

Al emplear los bloques que excluyen k variables, se hallan las derivadas 
de orden k de una función realizable y se busca el valor máximo del peso 

PS 
Xir eea a) 
excluir. Para las funciones booleanas residuales obtenidas se vuelve a hallar 
las derivadas, se determinan los pesos, mientras que la derivada de la fun- 
ción residual a examinar que tiene el peso máximo determina variables co- 
rrespondientes que en este nivel se excluyen para esta función residual, etc., 
hasta que las funciones residuales tengan realización simple. 


de la derivada p(z ), que determina variables para 


Ejemplo 2,6. Sinteticemos un circuito lógico que realiza la función booleana 
A EE 
Vxaxaxs Vx1xX0%a V AL Y ads, 

empleando bloques de exclusión de una variable (fig. 2.6, a). 


af 


Determinemos la variable xi, respecto a la cual la derivada - tiene peso máximo, cs 


decin, ta función fl, Xt,  - . xs) depende de ella del modo más esencial. 
Tenemos 


Ga V Xs V ata V Ax V 0x5) O 


O Ga V atis V Xx). 
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Fig. 2.6 y 


Para calcular el peso de la derivada Z que depende de cuatro va 
7 


les Xar X, Xay 


xs representamos un espacio cuadridimensional con las generatrices (X2, x3, Xa, xs] en forma 
de un producto cartesiano de dos espacios bidimensionales 1x2, xy] x (xs, xs] con las gene» 


raices Las, 1 y 1, 4, respectivamente. Entonces, la derivada -2 puede representarse 


en forma de una tabla bidimensional: a cada valor de ozay de las variables xa, xy les co- 
rresponde biunivocamente una fila de la tabla, a una columna le corresponden los valores 
de osos de las variables xa, xs. En la intersección de la -ésima fila y la j-ésima columna que 
corresponde biunívocamente a un punto de un espacio cuadridimensional con las generatrices 


La, a, 5), escribimos el valor de ¿2 en este punto. El peso de la derivada es igual at 
7 7 


número de unidades en esta tabla (tabla 2.11, a). 


Tabla 2.11, a 


2 2. 


En 
o 1 2 
o o o 1 
1 1 o 1 o 3 1 o 1 i 


af 
í, re) - 
asi pue 2 (e) 
De modo análogo calculemos los pesos de las derivadas 
DA 


ŽI i= 2, 3,4, 5 (ablas 211, b, & d, e). 
E 


o 


v 
o 
o 
o 
> 
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Tenemos 


IL Gusto vr V xa V 
Ox 


V xxs) O Cao 
V xas V xs Y 


Tabla 2.11, b 


(a V Ns V Xaxaxa V 


V 2225) O a V XXa V Xas). 


Tabla 2.1, ¢ 
xa us 

xo Ee p 
o 1 2 3 o 1 0 ME 
o ojojo o o o o 1 o 
1 o 1 o 1 1 o 1 1 1 
2 |o0 o 1 1 2 1 o 1 1 
3 o 1 o o 3 o 1 o lo 


OR 


ar ia e 
A E (KNA V XX) V XXS V 
xa 


Vaia V as) O (11:00) V 
VOS V 0 V 02), 


Tabla 2.11, d 


OE 


2 tion viiv 


dns 


V aAa V Tay V aa) O 


O (ax V iya V 
V XXa V Xixa), 


Tabla 2.110 


(E) - 


al 


Es 
=) 


Et valor máximo máx el z) se obtiene diferenciando la función f respecto a la 


variable xy, Excluyendo esta variable, obtenemos dos funciones residuales: la unitaria J(x1, 
Xn X = J, xa, xs) = fU) y la nula fla, xo, xy = 0, Xa, xs) = A(O): 


SO) = Xa V Xs V aiaa V axs. 
AO) = Xixa V XXa V Taxa. 
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De manera análoga determinemos la exclusión óptima de las variables en el siguiente 
nivel del circuito lógico (tablas 2.12, a, b, c, d; tablas 2.13, æ, b, c, d): 
asa) afa) 


Z l VV aV Tig T Vaa O 
VIs) © Xats, O a V x1% V xs), 
Tabla 2.12, a Tabla 2.12,b 
pa un 
x “ 
ilzls 
0 1 0 1 o o o | 1 | 
1 1 0 1 1 1 0 et 
PL) ss p( Y 
de de 
2) PA z 
YO a daña vis vn AD rv v O 
V Xx) O (xi V Xs V Tas), O (ua Vx V xix). 
Tabla 2.12, e Tabla 2.12,d 
an 


(2) (2)> 


Excluimos la variable x, y obtenemos funciones residuales de la forma 
ful xxs 1x0 xs) = 0, 1) = 2 V Ss Vaaa Vda = Xa V Xs Va, 
Son = O, Xa, xy = 1, Xa, xs) = fU, 0) = X2xXs. 

HO) = Xixa V XIXE V Xaxs = FiXa V AD V X4 xs, 


LO S muvi LO auv uvin) O 
E EN 
O (xa V xaa V Xx), g O Ga V axs), 


6—6577 
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Tabla 2.13, a Tabla 2.13,b 
xs eS 
PEE i 
o 0 | 0 | 1 | 1 0 
1 0 0 o o 1 
PU a, 
dx 
ano) YO 6 n 
a O UO a Gia ani) O 
O Gua V xwa), 
Tabla 2.13, e Tabla 2.13,d 


axe 


AO 
(12) (E 


Excluimos la variable xa y obtenemos funciones residuales de la siguiente forma: 


FX X = 0, x = 1, xs) = f(O, 1) =X:V% 
Si Xas Xy = 0, xa = 0, x) = fO, 0) = xs- 


Como resultado obtenemos el circuito lógico que realiza la función J(X1, X2,- - - x9) 
(fig, 26, b). 


El criterio de exclusión óptima de variables tiene carácter heurístico, 
lo que se basa en la siguiente suposición: cuanto mayor es el peso de una 


derivada r( y », tanto más la función f depende de la variable x. Si 


existen bloques de exclusión de k variables, la construcción del circuito se 
realiza de modo análogo, calculando el peso de las derivadas de orden 


i% a y » w) 


En la matemática discreta no existe el concepto de limite. Sin embargo, 
en las expresiones (2.13) . . . (2.15) se usa el término “derivada”. Esto se 
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vincula con la descomposición de una función booleana en una serie, aná- 
loga a la serie de Maclaurin en el punto 00 ,.. 0 o a la serie de Taylor 
en un punto arbitrario del espacio. Examinemos las descomposiciones da- 
das en la funcion booleana (Xi, X2, -- -, Xn). 

Dos funciones fx y fa se denominan mutuamente ortogonales si su con- 
junción es igual a 0: fa 8 fa = 0. 

La expresión (2.11) equivale a la igualdad 


ar...) E ex, (2.16) 


ionos imi 
aeea) 


puesto que a V 8 = a ® 8 ® aß y las constituyentes de la unidad de la 
función f(X1, Xz, - - +» X») son mutuamente ortogonales dos a dos. 

En la expresión (2.16) en cada constituyente sustituyamos xX; por 
(10 1). Aplicando las siguientes identidades: 

de conmutatividad 


a0B=80w 
de asociatividad 
D(OY=MDMO Y 


de distributividad de la conjunción respecto a la adición según el módu- 
lo dos 


ad (BO y) = (188) O (a & y; 217) 
de operación con constantes 
«Qa=00«0!1=24,000=0,004=l, 

obtenemos una representación de la función f(x, Xz, . . ., Xa) en la forma 
Fo xa 0 400 E Lux O 


En 


Siir 1 Xi Xi Ma DO... O (2.18) 


ota 


Ofi ntXa ... Xnr 
Sos fa Sib Sido tas +++ fiza = Os, 


La expresión (2.18) se llama polinomio de Zhegalkin de la función fCa, 
Xa). 

iferenciemos sucesivamente el polinomio de Zhegalkin de la función 
Jlis Xas . «+ Xa) respecto a las variables xi, X2, - - ., Xx y determinemos 
se 


Xn 
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el valor de esta derivada en el punto 00 ... 0. Teniendo en cuenta que 
WO»_ Y ge 
LE Le (2.19) 


lå») - dos ew 


¿tija 
después de la diferenciación respecto a las variables xi, Xz, . . .. Xx Obtene- 
mos que 
es 


AS 5 f2 


00...0 


En efecto, después de diferenciar respecto a las variables Xi, X2, » 
Xx, en la expresión (2.18), todos los términos de la descomposición hasta 
fax se anulan y, como resultado de la sustitución 
Xrti Xi 2 =... = Xn = 0, los demás términos de esta descomposición, 
excepto a fiz, también serán iguales a 0. De aquí obtenemos el teorema 
de descomposición de cualesquiera función booleana f(X1, X2, . . +, Xn) en 
el punto 00 . 

Teorema 2.2. Cualquiera función booleana f(Xı, Xz, ..., Xn) puede 
representarse por su valor en el punto 00 ... 0 y los valores de todas las 
derivadas 


ðf a ef ii 
a Aaa AD di 


en este punto en la forma 
SO Xor -e Xa) = AO, O, » 009 


e Al. .£x0 È AN 


as 
aO O 5 e 


EX MO O 


ef 


e ÓxiÓx2 ... 


dx A Po 


Xa. 2.21) 


Para obtener la descomposición de una función booleana en la serie, 
análoga a la serie de Taylor, en el punto 0102 . . . dn introduzcamos nuevas 
coordenadas xf, X¿, . . ., X4, dondexí =x10 =1,2,..., n. Entonces, 
en las coordenadas xı, X2, . . .» Xa, €l punto 0102 . . . On corresponderá al 
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punto 00 . . . O en las coordenadas xí, xá, . . .. xs. Empleando la descom- 
posición (2.21) de una función booleana en el punto 00 . . . O en las coorde- 
nadas xí, xé ... x% y sustituyendo cada variable x/ porx O a i= 1, 
2, ...... n, obtenemos el teorema de descomposición de la función booleana 
JH, X2, » «+» Xa) en el punto 0107 . . . On. 

Teorema 2.3. Cualquiera función booleana f(X, Xz, . . .. Xn) Se determi- 
na por su valor en el punto 0102 : . . on y los valores de todas sus derivadas 


Y, ÈS ef $ E 
A a E ADA 2 


en este punto según la expresión 
Air Xes + «+ Xn) = (01, 02, -.., 00) D 


o Èx ACO 2.22) 


ren] 


è 
Qane 
a 


A&D o). 


ima 
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El cálculo de enunciaciones como una teoría formal se puede definir con 
ayuda del método axiomático. 

Una teoría axiomática (formal) T se considera determinada, si se 
cumplen las siguientes condiciones: 

1) está prefijado un conjunto numerable, es decir, un conjunto, cuyos 
elementos pueden ponerse en correspondencia biunívoca a los elementos 
de la serie natural 1, 2, . . . de símbolos, o sea de los simbolos de la teoría 
T. Sucesiones finitas de los símbolos de la teoría se llaman expresiones 
de la teoría T 

2) existe un subconjunto de expresiones de la teoría T llamadas fórmulas 
de la teoría T (a menudo se denominan fórmulas de la teoría T las fórmulas 
construidas correctamente). Para determinar, si una expresión es la fórmula 
en la teoría T existe un procedimiento eficaz; 
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3) está formado cierto conjunto de fórmulas denominadas axiomas de 
la teoría T 

4) existe un conjunto finito Ry, R2, . . ., Rn de relaciones entre las fórmu- 
las, llamadas reglas de deducción. Para cada R; existe un j natural tal que 
para cualquier conjunto compuesto de j fórmulas y para cualquier fórmula 
F se resuelve eficientemente el problema de si están j fórmulas dadas en 
la relación R; con la fórmula F y, en caso de “sí”, F se denomina consecuen- 
cia inmediata de j fórmulas dadas según la regla Ri. 

Llámase deducción en T cualquiera sucesión F;, Fa, . . ., Fm de fórmulas 
tal que para cualquier j, la fórmula F; es ora un axioma de la teoría T, 
ora consecuencia inmediata de algunas fórmulas anteriores. 

La fórmula F de la teoría T se denomina teorema de la teoría T, si 
en T existe una deducción tal que, en ella, F es la última fórmula; esta 
deducción se llama deducción de la fórmula F. En caso general puede ser 
que no exista ningún procedimiento eficaz, con cuya ayuda se pueda deter- 
minar por la fórmula dada, si existe su deducción en la teoría 7. 

Una fórmula, para la cual existe tal procedimiento se denomina reso- 
luble en esta teoría, en caso contrario, irresoluble. En otras palabras, para 
„las fórmulas irresolubles no se puede construir un algoritmo para dilucidar 
la propiedad de esta fórmula de ser teorema. Para esto se necesitan cada 
vez más nuevos ingenios (inventos) que no pueden ser formalizados. 

Al utilizar el concepto de la teoría axiomática 7 definamos el cálculo 
de enunciados en la base disyuntiva de Boole. 

1. Los simbolos de T'son V, ~, (,) y las letras m, con los números positi- 
vos como índices: mi, ma, ... . Los símbolos V, 7 se denominan cópulas 
y las letras m, letras proposicionales. 

2. a) Todas las letras proposicionales son fórmulas; 

b) si A y B son fórmulas, entonces (A V B) y (4) son también fórmulas; 

c) una expresión es fórmula si, y sólo si, se puede establecerlo emplean- 
do los puntos a) y b). 

De este modo, cualquier fórmula del cálculo de enunciaciones es una 
forma proposicional construida de letras proposicionales con ayuda de las 
cópulas V y 7 

3. Cualesquiera que sean fórmulas A, B, C de la teoría T, las siguientes 
fórmulas son axiomas de T: 

AVA>A, AVB=>BVA, 

A>AVB, (B>C)->(AVB>AVC), 
donde la denotación œ > 8 es equivalente a la denotación a V £8. 

4. Reglas de deducción del cálculo de enunciados son: 

regla de sustitución (si œ es una fórmula deducible y en vez de cualquier 
variable por doquier en esta fórmula se realiza una sustitución de cualquier 
fórmula, nueva fórmula es también deducible); 
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regla de conclusión (si œ — B y æ son fórmulas deducibles, 8 es también 
una fórmula deducible) es la regla modus ponens. Simbólicamente esta 


regla se denota así: Lt 


Por ejemplo, si los enunciados A y A > (q > A) son verdaderos, el 
enunciado q ~ A es también verdadero en virtud de la regla de conclusión, 

De manera análoga se puede definir otras álgebras booleanas: álgebra 
de Webb A = (M, 0); 

álgebra de Sheffer A = (M, |»; 

álgebra implicativa A = (M, >, 0); 

álgebra coimplicativa A = (M, ~, 1); 

álgebra de Zhegalkin A = (M, &, ®, 1). 

La generalización de lógicas de dos signos son lógicas de signos finitos. 


Una función f(X1, X2, - - »» Xn) que aplica un cortejo n-dimensional de 
k signos (oi, 02, - +.» aa), € 10,1, ...,k-1),1=1,2,... m, en el 
conjunto (0, 1, . ....k — 1} se denomina función de una lógica de k signos. 


Prefijaremos una función de una lógica de k signos J(X1, Xz» » » »» Xn) emple- 
ando una tabla de veracidad (tabla unidimensional) que tiene k” filas o 
bien una tabla bidimensional que tiene A” células. 

Examinemos una función de tres signos, función de Webb, prefijada 
por las tablas 2.14, a y b. 


Tabla 2.14, a Tabla 2.14,b 


» xo , » 


ONES 
prono 
coconvon= 


La función de Webb 
Y = Xa o Xo = MÁX (Xa, X6) + I(mod k) 


es completa en una lógica de signos finitos. Por lo tanto, el álgebra de 
Webb de signos finitos 


Aw=(M,0),M=1(0,1,2,..,k-1), 
determina una lógica correspondiente de k signos. 
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A menudo se encuentran otras álgebras de k signos que se determinan 
por: 
el álgebra de Post 


Ap=(MV,=),M=(0,1,2,...k-1), 

donde xa V xo = MÁx(X2, Xo) es la disyunción; 

% =x + I(mod k) es el ciclo; 

el álgebra de Rosser y Turquette 

Arr = (M, V, & ja 1) 

M=(0,1,2,..,k-1),05/<Sk-1 
donde xa & x» = mín(x», xo) es la conjunción, 


à k= 1 cuando x=} 
Hoia 6 cuando x 1 


(0,1... k-1. 


La signatura de toda álgebra debe ser completa, independiente y no 
contradictoria. La signatura es completa, si cualquier otra fórmula puede 
representarse en forma proposicional con ayuda de sus elementos. 

La signatura se denomina independiente, si no tiene elemento que se 
deduce empleando reglas de deducción de otros elementos de la signatura. 

La signatura se llama no contradictoria, si no tiene ninguna fórmula 
F, válida simultáneamente con la fórmula Æ 

Las lógicas de signos finitos son la generalización de las lógicas de dos 
signos. Por ejemplo, la lógica de Post (M, V, “> generaliza la lógica de 
Boole (M, V, 7). 

Al minimizar las funciones lógicas de las lógicas de signos finitos se 
puede utilizar los resultados de la lógica de dos signos, es decir, la teoría 
de la FND de funciones booleanas. Para esto introduzcamos una variable 
booleana x4, igual a 1 cuando xa = í y a 0 en caso contrario, Xa 7 i Deno- 
minaremos a xi de la fase i-ésima de la variable Xa, Xu =10, l, ... 
2. k-= 1] 


1 cuando xa = i, 
0 cuando xa # i. 


La negación de la ¡-ésima fase es igual a la disyunción de las demás 
fases de esta variable 
x-1 


son funciones características, 


xa y 
Joya 
Es obvio que 


AVAL (2.23) 
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Fig. 2.7 


En efecto 

AULA VU) EV 

Consideremos la minimización de la función de tres signos de Webb 
prefijada por la tabla 2.14: 

Y = Xa” Xb, 

YO = XIXE xdd V XXD V XANG V xaX. 

De acuerdo con la leyes conmutativa, idempotente, asociativa y distribu- 
tiva tenemos 

Y = (XV xA V xD V xR V xb V xÈ) = 

= xvid = vd. 


Se puede obtener este mismo resultado comparando las ternas de con- 
junción para determinar la veracidad de la expresión (2.23) después de apli- 
car la ley distributiva (fig. 2.7). Cada conjunción corresponde a un intervalo 
maximal, es decir a la arista. Construyendo y cubriendo una tabla de Quine 
(tabla 2.15) enterémonos, si se puede minimizar la complejidad obtenida 
de la función. 


* Tabla 2.15 


Tenemos un cubrimiento m = (2—, —2) al que corresponde una FND 
minimal de la fase nula de la función de tres signos de Webb: 


Vx. 
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Análogamente obtenemos formas minimales para la primera y la segunda 
fases de la función y = xa > X»; 

xaXD» 

X2xb V XIXD V xAxb- 

De este modo, la minimización de una función de la lógica de k signos 
se reduce a la minimización de un sistema compuesto de K funciones boole- 
anas, cada una de las cuales determina una fase respectiva de esta función. 

Al minimizar las funciones lógicas (/) disminuye el coeficiente de 
conexidad del mografo correspondiente G*(([f]). Se llama coeficiente de 
conexidad de un grafo s(G) la relación de la potencia de la signatura a 
la potencia del portador de este grafo. El coeficiente de conexidad de un 
mografo se define como coeficiente de conexidad del grafo obtenido des- 
pués de quitar su modelización. 

La función de Webb no mi 
la forma 


Y = (M, $3), 

M = (xh, Xas Xa XB, Xb B VP, V’, yè, 

Se (23) 0d 0149, 
AAA A 


imizada se determina por un modelo de 


7 7 7 
(xa xb, 0, (xas xbr 0 (xa XÈ, 9, 
A ——— 
a aa 
q r 
El mografo G} determinado mediante este modelo se representa en la 
fig. 2.8, a. Su coeficiente de conexidad S(G/") es igual a 2 y 


24+6+6+44+5+54+46+4+4 =21 
23 q 

Después de la minimización esta función corresponde a un modelo Y; 
de la forma 

Y = (M, Sa, Sa), 

M= {xa Xas Xa Xe Mb X Y’, Y Y? 

S= fla yh, 161), 

y — 


SG?’ 


7 7 
S= (23,3) (2 xy. 
AN Lee) 


7 7 
txa, xb 171, (xi x8, IN 
E id 


5 € 


2.6. Cátculo de los predicados. El 
E 


y1) 
RLA ral) 
10) 
pO 
4150 
Y 7,2) 
0 I 
a) Y 


Fig. 2.8 


El mografo G} determinado por el modelo Y, se representa en la 
fig. 2.8, b. Después de la minimización su coeficiente de conexidad dismi- 
nuirá más de dos veces: 

Mn- 2+4+4+44+3+3+2+1+1 1 

s(G2) PA] F 

Nota. En la fig. 2.8 tos vértices correspondientes a las fases de la función están rayados; 
los vértices correspondientes a las fases de argumentos no están rayados. 

El coeficiente de conexidad de un grafo se determina como suma de los números de 
aristas, incidentes a los vértices del grafo, dividida por el múmero duplicado de sus vértices. 
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No basta utilizar el cálculo de enunciaciones para expresar razonamientos 
lógicos más complicados. En esencial, una lógica de k signos permite deter- 
minar, si existe o no una u otra propiedad sobre un conjunto finito de ele- 
mentos, En el caso de conjuntos infinitos, para establecer una propiedad 
determinada de un concepto abstracto considerado, es necesario introducir 
funciones, cuyos argumentos recorren el número infinito de valores en el 
conjunto M. La función P que toma uno de los valores, O ó 1, y cuyos 
argumentos recorren valores del conjunto arbitrario M se denomina predi- 
cado P en el campo-objeto M. El múmero de argumentos del predicado 
Plis Xar Xa) se denomina su orden. 

El predicado P(x1, X2, . . ., Xn) determina una relación n-aria R en M: 
si P(xi, X2, xA) = 1, (4, x2, - . ., X4) están en una relación R determina- 
da por este predicado y si P(XÍ, X3, . . „ xX) = 0, estos elementos no están 
en la relación R, (Xi, x}, - - » X5) ÉR. 

Para simplificar la estructura de razonamientos lógicos complicados 
introduzcamos designaciones especiales para unas expresiones que se en- 
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cuentran a menudo. Acordemos designar la expresión “para cualquier ele- 
mento x€ M la propiedad R está cumplida” mediante (vx € MR) = 1) 
y la expresión “existe por lo menos un elemento x€ M que posee la pro- 
piedad R” mediante (3=x€M) (R(%)= 1). En las expresiones 
(Vx € MR) = 1) y (3x € MURO) = 1) las designaciones Vx y 3x se deno- 
minarán cuantificador universal y cuantificador existencial, 
respectivamente. 

Definamos inductivamente la fórmula del cálculo de predicados de mo- 
do análogo a la definición de la fórmula del cálculo de enunciaciones. Utili- 
zaremos comas, paréntesis, simbolos del cálculo de enunciaciones, 
variables-objetos xı, X2, . . . (variables que toman valores de un campo- 
objeto), constantes-objetos, a1, 42, . . ., letras de predicado Pi, Pa, ... y 
letras funcionales fi, fa, ... 

Definamos conceptos de las termas de la fórmula elemental. 

La definición de la terma es la siguiente: 

1. Toda variable-objeto o constante-objeto es terma. 

2. Si f es una letra funcional y 11, 72, . . ., Ħa son las termas, fni, . . . 

s My + +.» Ma) es la terma. 

3. Una expresión es la terma solamente en el caso cuando eso se despren- 
de de las reglas 1 y 2. 

Si P es una letra de predicado y m, m2, - - ., a son las termas, P(n1, 
Ms » + +» Mn) es una fórmula elemental. 

La definición de la fórmula: 

1, Cualquier fórmula elemental es la fórmula. 

2. Si A y B son fórmulas y x es una variable-objeto, cada una de las 
expresiones A + B (+ es la cópula del cálculo de enunciaciones) y (Vx € M) 
(4(x)) es la fórmula. 

3. Una expresión es la fórmula en el caso, y sólo en el, cuando esto 
se desprende de las reglas 1 y 2. 

En la expresión (vx € M) (4(x)) la fórmula A(x) se denomina campo 
de actuación del cuantificador Yx. > 

Una variable-objeto que forma parte de una fórmula llámase libre, si 
no sigue directamente a un cuantificador y no entra en el campo de ac- 
tuación del cuantificador respecto a esta variable. Todas las demás variables 
que integran la fórmula se llaman conexas. En el límite cualquier fórmula 
sin variables libres (fórmula cerrada) es una enunciación, verdadera o falsa, 
y cualquier fórmula con variables libres prefija una relación en el campo- 
objeto, a veces llamado campo de interpretación. Esta relación puede ser 
verdadera o falsa dependiendo de los valores de variables libres. 

En la definición de la fórmula entre los símbolos principales no hay 
signo 3 para el cuantificador existencial, puesto que se puede definirlo co- 
mo la denotación abreviada para Vx(A(x)). 
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El cuantificador universal puede considerarse como generalización de 
la conjunción. Si el campo-objeto es finito y comprende elementos m, 
Mz, ... Mna la fórmula (vxX(F(x)) equivale a la conjunción 
F(m1) 8: Fm) & . . . & F(m.) y el cuantificador existencial (3x) puede con- 
siderarse como generalización de la disyunción con ello las denotaciones 
(xHECO) Fim) V Fim) V V F(ma) son equivalentes. 

Para los campos-objetos infinitos, los cuantificadores interpretan el pa- 
pel de disyunciones y conjunciones infinitas. 

En el cálculo de predicados, cada fórmula F(P;, Pz, .... Pm, Xi, 
X2, - » - Xn) prefija un operador que procesa un sistema de predicados 
y Pa, +: Pm en el predicado Pa de argumentos Xi, X2, . . -, Xn, donde 
todas estas variables en la fórmula son libres. Dos fórmulas Es(P1, Pa, . . . 
+.» Pms Xis Xs + «> Xn) Y FolPr, Pa, Pm, Xt, Xas - . =, Xn) que prefijan 
el mismo operador que procesa el sistema de predicados Pi, Pz, ..., Pm 
en el predicado Pa(x1, Xz, - » ., Xn) las denominaremos equivalentes y desig- 
naremos Fa = Fp. 

Igual que en el cálculo de enunciaciones, denominaremos transforma- 
ción idéntica el paso de la fórmula F a su forma equivalente. 

A base de los conceptos introducidos, pueden ser demostrados los si- 
guientes cuatro grupos de identidades: 

de dualidad 


NPO) = (VAPO), (NPO) = EMP); 
para r-operaciones (de conjunción y de cuantificador universal) 


(YX Fa) AFRO) = (VANE) MVE, 
(UXAVINEFOS YY) = (VIVAN Y) 


para o-operaciones (de disyunción y de cuantificador existencial) 
GNF) V Fold) = (AF (0) V MELO, 
YENES Y) = ENGIER yY: 


de sacamiento de la constante 
(EX)(Fa + Fo(x)) = Fa > (EXPO), 


donde (Ex) = (ax), (Vx); + = V, A; Fa es una subfórmula que no contiene 
variable-objeto conexa x llamada a continuación constante respecto al 
cuantificador (Ex). 

Para sacar una constante del campo de definición del cuantificador exis- 
tencial una expresión subcuantificadora se reduce de antemano a la forma 
de disyunción de conjunciones; para sacar una constante del campo de defi- 
nición del cuantificador universal la expresión se reduce a la forma de 
conjunción. 
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Por ejemplo, examinemos el sacamiento de una constante GO) en la 
fórmula 

VEFE) +60) V (HG) + GU) = (WNKEG) AGO) V HC) V GOY = 

= (VF) A GO) Y HG) A GOV= (VAGY) A (HQ) V.F) = 

= (VAGO) MHO) = FO) = GOJA VANH) + F). 


En el cálculo examinado, los cuantificadores se aplican solamente res- 
pecto a las variables-objetos. El lenguaje será más expresivo, si junto a los 
cuantificadores respecto a las variables-objetos se utilizan los cuantificado- 
res respecto a las variables de predicado. 

El cálculo con la aplicación solamente de los cuantificadores respecto 
a las variables-objetos se denomina cálculo estrecho de predicados al que 
se puede transformar en el cálculo extendido de predicados, añadiendo los 
cuantificadores según las variables de predicado. 

La definición de la fórmula en el cálculo extendido de predicados es 
análoga a su definición en el cálculo estrecho. La diferencia consiste en 
que, en el punto 2 de la definición de la fórmula, la variable x puede ser 
tanto la variable-objeto como también la de predicado. Las identidades de 
dualidad, de r- y o-operaciones y de sacamiento de una constante son váli- 
das también en el cálculo extendido de predicados. 

Examinemos el problema de deducibilidad en el cálculo de predicados. 
Extendamos el sistema de axiomas de un cálculo de enunciaciones incluido 
en el cálculo estrecho de predicados, mediante los axiomas siguientes: 

VNG) > COD) HO) > (2x)H(9). 

El sentido de estos axiomas es siguiente: si el predicado G(x) es verdadero 
para cualquier x, es verdadero también para cualquier y; si el predicado 
HO) es verdadero para cualquier y, existe un x tal que Æ(x) es verdadero. 

En el cálculo estrecho de predicados dos reglas de deducción (de sustitu- 
ción y de conclusión) del cálculo de enunciaciones se completan con otras 
tres reglas: 

1) regla para Y (si 1 > p se deduce, p; no contiene x como variable 
libre y ya, sí la contiene en esta forma, entonces la fórmula pı > Y()pa 
también se deduce); 

2) regla para 3 (si pı — qa se deduce y x se contiene como variable libre 
en gı, mas no se contiene en forma de variable libre en y2, entonces la 
fórmula 3(x)p1 > ø también se deduce); 

3) regla de redenominación de variables conexas (si una fórmula pı se 
deduce y en p existe ora el cuantificador universal ora el existencial, en 
+e1 una variable conexa puede ser sustituida por otra igual simultáneamente 
en todos los campos de actuación del cuantificador y en el mismo cuantifi- 
cador. La fórmula obtenida también se deduce). 
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¿A el número de todas las funciones booleanas de n argumentos es igual 
az, 

2.2. Escribir la función booleana y = f(%1, Xz, X), que toma el valor 1 sobre los juegos 
con los números 3, 4, 7, en las END y FNCj perfectas. 

2.3. Anotar la función booleana y = (Xi, Xa, xs, X), que toma el valor 0 sobre los juegos 
con los múmeros 2, 6, 7, 8, 11 y 12, en las FND y FNC) perfectas, 

2.4, Verificar la vatidez de la igualdad x = x O L 

2,5. Verificar la validez de las siguientes igualdades: 


Ta SV a ls = a 8 


2.6. Demostrar que el número de funciones booleanas que dependen esencialmente de 
n argumentos se determina por la relación recurrente 


Mwe- pS () “As 


donde A; es el número de funciones booleanas que dependen de í argumentos, 

2.7. La función booleana f dependiente de tres argumentos se denomina mayoritaria, 
si tiene tugar la igualdad / = xixa V xix» V 19%). Designaremos esta operación mediante el 
signo # y escribiremos xı # x2 # xs. Demostrar que tienen lugar las siguientes relaciones: 

Dax exi 

DURA 

DIRAN 

2.8. Hallar la FND minimal (FNDM) de la función y = (xi, Xz, Xy, x4) que toma el 
valor 1 sobre los juegos O, 1, 2, 5, 6, 7, 8, 12 y 1. 

2.9. Hallar la FNDM de la función y = J(x1, X2, X, Xa, xs) que toma el valor 1 sobre 
los juegos con los números de O a 7, de 11 a 21, de 26 a 31 

2.10, La función y = J(%1, X2, x5) es igual a 1 sobre los juegos 1, 3, 4 y no es determinada 
sobre el juego con el número $. Hallar su FNDM. 

2.11. Elaborar un test de reconocimiento de la representación contradictoria de una fun- 
ción booleana incompletamente definida J(x1, xa, . .-. Xa) (una función está prefijada contra- 
dictoriamente, si (NYO = 0, 1)). 

2.12. Hallar la FNDM de la función booleana 

1 sobre 01 — 0 —, 001 — 0, —010—, 

AA aan E sobre 110 — 1, 000 — 1, 1001 —. 


2.13. Determinar la forma con paréntesis de la función booleana 
an f sobre — 0 — 100, 100 — 01, 01 — — — 


LO, A» + 


O sobre 110 — 0 —, 01 — — —0, 00 — 


2.14. Hallar la potencia de Ja región unitaria de la función booleana incompletamente 
definida f(X1, X2, . .., xs) después de su definición completa 

y = [1 sobre 001 — 1, ot — Ol, 1011 
> 7) = Lo sobre 0001 n= 


La funcional de la calidad de definición completa es el número minimal de las termas prima- 
rias en la FND equivalente de la función f. 


Fo w- 
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2.15, Verificar la linealidad de la función booleana 

Aan xa, xi = V O, 1, $, ©). 

2.16. Establecer, si la función de equivalencia es autodual. 

2.17.Verificar la monotonía de la conjunción de » argumentos. 

2.18. Poner un ejemplo de una función monótona que sea simultáneamente lineal. 

2.19. Poner un ejemplo de una función autodual que sea simultáneamente lineal. 

2.20. Poner un ejemplo de una función lineal y monótona. 

2.21. Cerciorarse que las funciones de Sheffer y de Webb no son lineales, ni monótonas, 
ni autoduales, 

2.22. Establece 
en Pa. 

2.23. ¿Es válida la afirmación: si una función booleana depende esencialmente de más 
que un argumento y es monótona, ésta no es autodual? 

2.24. ¿Es válida la afirmación: si una función booleana depende (esencialmente) de más 
que un elemento y es lineal, ésta no es monótona? 

2.25. Hallar todas las funciones boolcanas que satisfacen el siguiente sistema de 
ecuaciones: 8 a 

ew + Lom p), phe) = 0. 

2.26. Demostrar el siguiente teorema: con la superposición (sustitución de una función 
a otra en vez de sus argumentos) de las funciones lineales resultan funciones lineales. 

2.27. Demostrar el teorema: con la superposición de funciones autoduales vuelven a resul- 
tar funciones autoduales, 

2.28. Demostrar el teorema: con la superposición de funciones monótonas vuelven a resul- 
tar funciones monótonas. 

2.29. Una función se denomina conservadora de una constante r(r = 0,1), si sobre un 
Juego de argumentos de tipo (7 7, . ... 7) toma el valor r. Demostrar que la superposición 
de funciones conservadoras de la constante 7 es, otra vez, una función que conserva esta 
constante, 

2.30. ¿Son autoduales 9, V g? Y pez, si pı Y $2 son autoduales? 

2.31. ¿Son lineales py V pa, pi y pi > pa si pı y en son lineales? 

2.32. Una función booleana se denomina simétrica, si no se cambia con cualquier redeno- 
minación de sus argumentos. Se llama Junción booleana simétrica fundamental del índice 
m una función booleana simétrica tal que todas conjunciones que forman parte de la FNDP 
de esta función tienen igualmente m letras sin negación. 

Demostrar el siguiente teorema: cualesquiera función booleana simétrica es disyunción 
de las funciones booleanas simétricas fondamentates, cuyos índices se determinan univoca- 
mente por la función simétrica que se present 

2.33. Determinar el número de funciones autoduales que dependen de n argumentos. 

2.34. Demostrar la completitud de un sistema de funciones booleanas que se compone 
de la disyunción, la constante O y la equivalencia. ¿Forma base este sistema? 

2.35. ¿Forma una base un sistema de funciones booleanas que se compone de la implica» 
ción y la constante 0? 

2.36, Establecer, si es completo un sistema que se compone de la disyunción, la implica- 
ción y la conjunción. 

2.37. ¿Forman un sistema completo la función xixa V xis V xoxo y la negación? 

2.38. Demostrar que, si una función booleana no conserva la constante y es no autodual, 
ella es no monótona o no lineal. 

2.39. Comparar las conexidades de los mografos que determinan la conjunción y la dis- 
yunción en una lógica de tres signos antes y después de la minimización. 

2.40. Aclarar, si es posible realizar cualquier función booleana sobre elementos del SUANI 
(Sistema Universal de Automática Neumática Industrial) que representan un relé neumático 
descrito por la función a(b V c) V Bed. 


à la función booleana fixi, X2, Xy, Xa)lı = V (0, 3, 7, 11, 13) forma base 
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2.41. Sintetizar en la base de Webb un esquema lógico que realiza una función booleana 
Sr, X2 Xi, Xa, Xs, Xedli: = V(O. 1,2, 5,7, It, 13, 15, 19, 20, 32, 57, 61 y 62). 
2.42. Sintetizar en la base | —, 0) un esquema lógico que realiza una función booleana 
SO xr i = V(O, 3, 5, 8, 10, 12, 14, 15, 17, 25, 27 y 31). 


2.43. Determinar la complejidad del semisumador en la base de Sheffer. 
2.44. Demostrar que 


CEA 


TE 
ax 

2.45. Establecer si es válida la igualdad 

OS Xir on) o Sn a 


En de 


2,46. Sintetizar en la base de Webb un esquema lógico que realiza una función boolean: 
Ss Xas Xy, Xa, Xo)li = V (O, 3, 5, 8, 10, 12, 14, 15, 17, 25, 27 y 31). 


2.47, Determinar la complejidad del semisumador en la base4+, 1). 
2.48. Sintetizar en la base {—, ~} un esquema lógico que realiza una función booleana 


Aan xs Xn, Xa, xs, Xai = V (O, 1, 2, 5, 7, 11, 13, 15, 19, 20, 32, 57, 61 y 62). 


2.49, Sintetizar en la base (21 V 22 VG) un esquema lógico que realiza una función 
booleana 


SO Xas Xy, Xa, xs) = V (O, 1,2, 5, 6,7, 11, 12, 15, 16, 18, 25 y 30). 

2.50. Sintetizar en la base [-», 0) un esquema lógico que realiza una función booleana 
Sw Xas + Ar = V (O, 2, 4,5, 6,7, 11, 12... 81 y 10D), 

2.51. Definir el orden de exclusión de variables cuando se realiza una función boolear 
Sw xa Xy, Xala = V (O, 1, 2, 4, 7, 8, 11 y 15), 


si se tiene un catálogo de realización de todas las funciones de dos variables; la función resi- 
dual se considera simple, si se compone de dos conjunciones elementales. 

LL o el peso LL de una función boolea 
dx 0 


2.52, Establecer qué es mayor: el peso 


LO, xa X», Xa)hı = V(I, 3, 7, 8, 12, 14 y 15). 

2.53. Proponer un algoritmo para calcular el peso de la derivada de una función boole- 
ana, utilizando matrices binarias. 

2.54. Establecer, si es útil desde el punto de vista de disminución de gastos para aparatos 
la exclusión según una O dos variables en la base de la implicación y la constante cero. 

2.55. Hallar todas las funciones residuales cuando el orden de exclusión de variables de 
una función booleana 

FO, xa, xo. a)i = V(O, 4, 6, 8, 10, 13, 14 y 15) 
es óptimo. 

2.56, ¿Cuántas entradas tiene el bloque de exclusión de k variables? 

2.57. Hallar una realización del bloque de exclusión de una variable en la base de Webb. 

2.58. ¿Cuál es la complejidad del bloque de exclusión de una variable en la base de 
Sheffer? 


76577 
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2.59. Hallar el peso de la derivada 2 de una función booleana 


So xa h = VO, 1, 5, 6 y De 
2.60. Demostrar que 
AN o ren 


aAa) YAA Xh 
ax, ax 


2.61. Hallar la derivada de primer orden para una función del circuito de traslado en 
el semisumador completo. 

2.62. Determinar la derivada de segundo orden de una función de suma en el semisuma- 
dor completo, la que determina las condiciones de conmutación de una función de suma 
al conmutar los canales correspondientes a los sumandos. 

2.63. Demostrar que cualesquiera fupción booleana se define univocamente por los valo- 
res de la función y de todas las derivadas en cl punto 0, 0... 0. 

2.64. Proyectar un contador de imparidad en una base coimplicativa. 

2.65. Proyectar un semisumador en una base implicativa. 

2.66. Sintetizar un esquema que realiza una función que toma el valor 1 sobre los juegos 
de sus cinco argumentos que tienen no menos de cuatro unidades. Emplear para la síntesis 
los elementos de equivalencia, disyunción y negación. 

2.67, Sintetizar un descifrador de tres entradas y ocho salidas utilizando los elementos 
O, Y y NO, 

2.68. Realizar la función de implicación sobre elementos que realizan la negación y la 
función y = xie V xiy V axy. 

2.69. Realizar la implicación sobre los elementos que realizan la función de Webb. 

2.70. Realizar la suma según el módulo dos sobre elementos de Sheffer. 

2.71. Realizar un circuito de adición en un orden sobre elementos Y, O y NO, 

2.12. Realizar un circuito de adición en un orden, teniendo en cuenta la minimización 
de las funciones de suma y de traslado sobre los elementos O, Y y NO. 

2.73. Demostrar que se puede construir un descifrador completo de n entradas, emplean- 
do dos descifradores completos de m y_n — m entradas y de 2" elementos de tipo Y. 

2.74. Realizar la función y = x1X2 V XxX) sobre los elementos mayoritarios y los elemen- 
tos NO. 

2.75. Realizar la función y = xi — (x3 — xy) sobre los elementos y = xı 4x3 # xs Y NO, 

2.16. Realizar, sobre los elementos mayoritarios y los NO, un circuito de prueba del código 
de paridad, o sea, un circuito, a la salida del cual surge una señal unitaria, sí a la entrada 
del mismo hay un número par de unidades, El número de entradas equivale a tres. 

2.77. Demostrar que 


ICE px FO, YO q UL O, 
de A A A a 


2.18. Demostrar que 


IO LA o Y o V% BAX) 
dx dx dx ax a 


2.79. Desarrollar la función booleana 
SOL, Xa X, Xa) = XXX V XA V XL 


en una serie análoga a la serie de Taylor en los puntos 2 y 1t. Comparar el número de las 
termas primarias en tos desarrollos obtenidos. 
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2.80. Escribir las leyes principales del álgebra de Boole durante una interpretación aritmé- 
tica de las siguientes operaciones lógicas: 

xy IVY Ey A O 
donde «-», « +», «—» son las operaciones aritméticas “multiplicación”, “adición” y “sustrac- 
ción”, respectivamente, 

2.81. 1) La lista de termas del cálculo es (4, +, =}. Las reglas de formación de las 
fórmulas son siguientes: a) 7 es la fórmula; b) si $ es la fórmula, pZ también es la fórmula: 
si p y Y son las fórmulas, entonces p + Y y y = Y son también fórmulas, Estan prefijados 
el axioma único J + 7 = H y dos reglas de deducción: 

a)si pı + 7 = pz es una fórmula deducible, pl + 7 = gal también es una fórmula dedu- 
cible; b) si gu + ya = ys es una fórmula deducible, y, + val = p7 también es una fórmula 
deducible. Demostrar que: 

a) la fórmula Z7 + III = IHI se deduce en el cálculo dado; 

b) la fórmula 7 + 7 = 7 no se deduce en el cálculo dado. 

2) Un conjunto de las termas consta de un número infinito de letras y signos V y ~. 

Las reglas de formación de las fórmulas son siguientes: 

a) cualquier letra es una fórmula; 

b) si a y 8 son fórmulas, æ V 8 y «=$ son también fórmulas. 

El sistema de axiomas es tal: 


a) AVA = A; b) A = AVB; c) AVB > BVA; 
d) (A = B) = UC — A) => (C ~ B). 


Las reglas de deducción son tates: a) regla de sustitución: si a es una fórmula deducible 
y en vez de cualquier variable cn esta fórmuta se pone en todas partes cualquier fórmula, 
la fórmula nueva es también deducibl 

b) regla de conclusión (modus ponens): si a — 8 y a son fórmulas deducibles, 8 es tam- 
bién una fórmula deducible. 

En el cálculo dado (cálculo de Hilbert) demostrar que son deducibles las siguientes fór- 
1) A = A; 2) si A = (B — C), A y B se deducen, la fórmula C también se deduce. 
j2. Empleando los resultados del problema anterior, demostrar que en el cálculo de 
Hilbert tienen lugar las siguientes afirmaciones: si a — (8 — y) se deduce, 8 (a — y) tam- 
bién se deduce. 

2.83. Introduzcamos el cálculo siguiente (cálculo de Lukasiewicz): el conjunto de las ter- 
mas se compone del número infinito de letras y de signos —, +. 

Las reglas de formación de las fórmulas son: 

a) todas las letras son fórmulas; 

b) si p es una fórmula, p es también una fórmula; 

©) si y y Y son fórmulas, p — Y es también una fórmula. 

El sistema de axiomas es el siguiente: 

a) (A ~ B) = (B = C) = (4 > C); 

b) (A ~ A) > A, ©) A = (A — B). 

Son válidas la regla de sustitución y la de conclusión. 

Demostrar que en el cálculo de Lukasiewicz se deduce la fórmula A — A. 

2.84. Un cálculo está prefijado del modo siguiente (cálculo de P, S. Nóvikov): el conjunto 
de las termas se compone del número infinito de letras y de signos V, A, —, ~ 

Las reglas de formación de las fórmulas son: a) todas las letras son fórmulas; 

b) si ex es una fórmula, a es también una fórmula; 

c) si æ y 8 son fórmulas, æ V 8, a Af, a — $ son también fórmulas. 

El sistema de axiomas se compone de las siguientes once axiomas: 

1) A =(B = A); 2) (A >(B> C)) = ((4 = B) > (4 > O); 

3) AAB > A; 4) A ^B > B; 5) (A — B) = (A ~ O > A > (BA C); 
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OQA>ANE; NB> AVB; 8) (A > 0) => (8B= C) (4 VB) O 

9) (A = B) — (A — B); 10) A — A; 11) A A. 

Como regla de deducción se utilizan la regla de sustitución y la de conclusión (modus. 
ponens). 

Demostrar que el sistema de axiomas no es contradictoria. 

2.85. Demostrar que el axioma nueve del cálculo de Nóvikov (véase la condición del 
problema anterior) es independiente respecto a todos los demás axiomas de este cálculo, 

2.86. Sea que los predicados M(x), Cl), RO). PG), QO), DOS y) tienen respectivaments, 
el sentido: x es un múmero natural, x es un número entero, x es un número simple, x es un 
número positivo, x es un número par, x divide y. Enunciar el sentido de las siguientes fórmulas 
del cálculo estrecho de predicados (y señalar los que son idénticamente verdaderos entre ellos) 

1) Y) (NG) = CW: _ 

D v LOW) = Qu) V Lo); 

3) V 30) EC) A CO) — Di y); 

4) 20) (RO) A QO); 

5) W) (Clx) A PO) = NON). 

287. Describir un conjunto de veracidad de los siguientes predicados biádicos, definidos 
sobre el conjunto de los números reales: 


È- y mO >A < O >N O <O 
2.88. Sobre un conjunto M son determinados los predicados monádicos F(x) y G(x). 
¿Qué condiciones satisfacen sus campos de veracidad, si son verdaderos: 


1) 10%) (Fx) + GOAI) (FA GO); 
2) T) (FG) AG) AI) LPO) > G(x))? 


2.89. En un conjunto A sea definida una operación binaria asociativa y conmutativa, 
Sea que, para cualesquiera a, A € A, la ecuación æ » 8 = y (+ es el signo de operación en 
A) es resoluble. Entonces A a la par con » se denomina grupo de Abel. Sea que Pía, $) 
significa a = 8 y Sía, B, y) significa que y es la suma de a y 8.Demostrar que la colección 
de axiomas dadas a continuación define el concepto del grupo abeliano: 

1) vaPla, a); 

2) Vía, BXPIO, B) — PB, a) 

3) Vía, B, NIP, B) A PIB, y) — Pla, Y) 

4) VB, £, «a, a, B, ISO, €, 0) APIS, a) A Ple, B) API, Y) A Sla, B, Y) 

9 Va, DI Sla, B, 1h 

6) vía, B, y, NS, B, V) A Sla, B, 8) = Ply, 8) 

N NÓ, E, w, a, BSO, 8, u) A So, a, 8) A 

A Sle, a, y) = SO, y, 8); 

8) Vía, B, MSI, B, V) = SB, a, 1h 

9) Vía, B)3(yISía, B, Da 

2.90. Demostrar la equivalencia de las siguientes fórmulas: 


a) AFA) y VW) FI 
b) VNF) > A) y ANEGO > A; 

©) VANA = Fl) y A = VIA. 

2.91. Demostrar la equivalencia de las fórmulas: 
2) IONA A FOD) y AMI): 

b) MECO V GO)) y IOXFOO ~ A); 

©) A V VIP) y VOMA V FG) 


2.92. Establecer cómo se puede construir una teoría de las formas normales en el cálculo 
predicados 
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Comentarios 


La lógica matemática es el análisis de los métodos de los razonamientos, y no su conteni- 
do. La formalización de los razonamientos remonta a Aristóteles, La lógica aristotélica (for- 
mal) adquirió el aspecto moderno en la segunda mitad del siglo XIX en la obra de George 
Boole “An Investigation of the Laws of Thought”. Otros científicos de aquel período — 
P. S. Poretski, catedrático de la Universidad de Kazán, De Morgan, Frege, Pierce, Schróder, 
ttc. — también hicieron gran aporte al proceso de formación de la lógica de enunciaciones. 

La lógica matemática se desarrollaba intensamente en los años 50 de nuestro siglo debido 
al progreso impetuoso de la técnica digital. En 1910, el físico ruso P. Erenfest señaló la posibili- 
dad de aplicar la lógica de enunciaciones para describir los circuitos de conmutación en la 
telefonía. En 1938—1940, aparecieron casi simultáneamente los trabajos del científico ruso 
V. I. Shestakov, el norteamericano Shannon y los japoneses Nakashima y Hansawa sobre la 
aplicación de la lógica matemática en la técnica digital. En 1951, en la URSS fue puesto en 
explotación el ordenador MƏCM (PMCE Pequeña Máquina Calculadora Electrónica), el pri- 
mero en Europa, diseñado bajo la dirección de S. A. Lébedev, La primera monografía, dedica- 
da al empleo de la lógica matemática para diseñar los aparatos digitales, fue publicada en 
la URSS por el científico soviético M. A. Gavrilov, en 1950. 

P. S. Nóvikow, destacado científico soviético, y sus discípulos, contribuyeron mucho al 
desarrollo de esta parte de la matemática discreta. 

Para profundizar los conocimientos acerca de la lógica matemática, recomendamos las 
obras indicadas en la bibliografía. 


«La Naturaleza habla el idioma de las mate 
máticas: las letras de éste son círculos, trián 
gulos y otras figuras matemáticas». 


Calileo Galiei 


CAPÍTULO 3 
Teoría de los grafos y mografos 


$ 3.1. Grafo ponderado y su planteamiento matricial 


Anteriormente el concepto del grafo fue definido como colección de un 
conjunto de vértices V y de arcos UzC Y”. Un arco u unido con un vértice 
v se denomina incidente al vértice v y el vértice v se denomina coincidente 
al arco u. En el arco (vr, wy), los vértices v; y uy se llaman de frontera con 
la particularidad de que w es origen y uy es fin del arco. Para contar los 
vértices aislados, es decir, los vértices no coincidentes a ningún arco, exten- 
damos el concepto del grafo G hasta la coleción de la forma 


G = (V, Us, U), UIC H LCV, 


donde la relación monaria U, determina los vértices aislados y Uz, los arcos. 

Al sacar arcos del grafo G = (K, Ur, U2) obtenemos un grafo parcial 
G'C6,G' Y, Us, Ui), UiC Uz, del grafo G, al sacar los vértices y 
sus arcos incidentes obtenemos un subgrafo G” = <V”, Uf, US), V” CV, 
Uf CU, USC Us del grafo G. Al seguir sacando los arcos del subgrafo G” 
del grafo G obtenemos un subgrafo parcial G = <V, 01, Üz) del grafo G. 

Dos arcos a y ug se denominan adyacentes, si son incidentes a un mis- 
mo vértice. 

Dos vértices va y v» se llaman adyacentes, si se unen mediante un arco. 

Un conjunto de los vértices adyacentes con el vértice va llámase su en- 
torno y se denota mediante O(v.) o Tva. Empleando el concepto de entorno 
el grafo se define como una colección del conjunto de los vértices y un 
conjunto de sus entornos: G = (WT). 

Definamos el concepto del grafo ponderado. A cada vértice veV 
(Y = fu/i=1, 2, ..., n)) del grafo G = (VW, Us, U2) le pongamos en 
correspondencia el peso w; de un conjunto de los pesos W = [w/i= 1, 
2, . . .). Como resultado obtenemos un conjunto de los vértices ponderados 
f(v, w)/i = 1,2, . . .. a}, con ello, no hace falta que todos los pesos sean 
distintos. 

Pongamos el peso p; del conjunto de pesos P = (p/i=1,2,...) en 
correspondencia a cada elemento del conjunto Uz = {w/i = 1, a m}. 
Como resultado obtenemos un conjunto de los arcos ponderados |(u, 
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p/i = 1,2, ..., m); además, no hace falta que sean distintos todos los 
pesos. 

Los conjuntos de vértices y arcos ponderados dados anteriormente en 
su conjunto definen un grafo ponderado G = (Ñ, W), (U, P)), P = VU 
UU, el que, estrictamente dicho, ya no es un grafo, sino una función defini- 
da sobre los vértices y los arcos del grafo. 

Para prefijar los grafos existen varias clases de matrices, entre las cuales 
las principales son la clase de matrices de incidencias y la de matrices de 
adyacencia, Examinemos estas clases de matrices. 

Clase de matrices de incidencias. Si el grafo G contiene n vértices y 
m arcos, la matriz de incidencias A(G) = [QyJmxn se determina como 


si el vértice w es el origen del arco ui 
ay = $ =, si el vértice w es el fin del arco m; 
O, si el vértice v; no es coincidente al arco w. 


A veces el grafo contiene lazos, es decir, arcos de tipo (u, u). En este 
caso ciertos elementos de la matriz A son iguales a 1 y —1 simultáneamente, 
lo que lleva a la multiformidad de los clementos de la matriz A. 

Para prefijar un grafo con lazos dividamos la matriz A en dos matrices 
At yA: 

atm 


ja} mxn 


donde af = f?» Si el vértice 1, es el origen del arco u; 
0 en caso contrario; 


A` = [aĵ ]mxm 


1, si el vértice vj es el fin del arco uñ 
O en caso contrario. 
Si un grafo no tiene lazos, A = A*t ~ A”. Las matrices A* y AT 
describen el grafo sin tener en cuenta los pesos de los vértices y arcos. 
Prefijemos los pesos de los vértices de un grafo G en forma de una 
matriz columna 


donde aj = 


wi 
mo) = |", 
w 
y los pesos de los arcos en forma de una matriz diagonal de orden m 
pm 0 0... 


0h O.o 
0 0 0...pm 


Las matrices A*, AT, W, P describen completamente un grafo 
ponderado. 


P(G) = 
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Df 
¡OA 
JO! o) Po 
O 
„O y O 


Fig 3.1 


Examinemos un esquema lógico que realiza la adición según el módulo 
dos f(X1, x2) = xı®x en la base de Sheffer pla, B) = avE (fig. 3.1, a) 
y su respectivo grafo ponderado G = ((W, W), U), cuyos vértices Vi, U2y. 
m Uy ¿e 3, 4, 5, 6 y v son ponderados por las variables xı y xz, de la 
variable funcional psa del elemento de Sheffer y una variable funcional f, 
respectivamente, El origen del arco corresponde a una variable xı, X2, O 
a la salida del elemento de Sheffer, el fin del arco corresponde a la entrada 
del elemento de Sheffer o bien a la variable funcional f. Entonces el grafo 
G = ((Y, W), U) (fig. 3.1, b) que determina este esquema lógico se repre- 
senta por matrices de la clase examinada como 


10 0. 0 0.0 
10 1 0 0 0.0 Xx 
01 a 0 0 0.0 x 
01 0.0 1 0 0 em 
A(G)=|00 1 ʻa O -q , WHO)= || en 
00 10 0 0 em 
00 0 1 0 1 0 Pon 
00 0.0 1 41 0 F 
00 0.0 0 1 Y 


Clase de matrices de adyacencia. La matriz de adyacencia S = [Siyln xn 
de un grafo no ponderado se define del modo siguiente: 


= $1 si (vi, 0)eU 
wa le si (u, v)4 U. 


Para un grafo ponderado 


sy = [Pu si el arco (u, 1)€U tiene peso py; 
LO, si (vr vg U. 
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Las matrices S, W, P describen completamente un grafo ponderado. 
Por ejemplo, el grafo G (fig. 3.1, b) se prefija por matrices de esta clase 
como 


S(G) = » W(G) = || pm 
Pon 
A 


Al prefijar el grafo G (fig. 3.1, b) está ausente la matriz P(G), puesto 
que los arcos de este grafo no son ponderados. 

Dos grafos G = (V, U) y G’ = (V”, U’ ) se llaman isomorfos, si existe 
una correspondencia biunivoca entre sus vértices V y V’ tal que los vértices 
da y v» se unen mediante el arco (va, v) en un grafo en aquel, y sólo en 
aquel caso, cuando sus respectivos vértices vá y vý se unen mediante un 
arco (vá, vé) en otro grafo. 

Las matrices de las clases examinadas prefijan los grafos con exactitud 
de hasta el isomorfismo. 

Denotaremos una matriz de incidencias transpuesta A* mediante 
(4*)". Una matriz de adyacencia, matrices de incidencias inicial A* y 
final A”, así como una matriz diagonal de los pesos de arcos están rela- 
cionadas por la siguiente igualdad: 

S=(A*)P PLA”). 6.1 

Se denomina potencia s(u) de un vértice v el número de arcos (aristas) 
incidentes a este vértice. 

Empleando el concepto de mografo se puede prefijar, con mayor efica- 
cia en el sentido del volumen consumido de la información, grafos grandes 
Gi, cuyas matrices de adyacencia están débilmente llenas por las unidades. 
Las grafos de esta clase tienen gran importancia práctica. 

Prefijaremos un grafo no orientado conexo G = (Y, U), sin lazos por 
un modelo Y = <M, Si, Sz, . . ., Sn), en el cual M = V; la palabra definida 


cocos 
ocoocoooo 
ooono-- 
ocoso.o- 
ooo0o--o 
oo--oo0o 
o=ooooo 


9,1404) 


sl AC) 


Fig.32 Vol 0) 
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por S; es un entorno O(va) de radio unidad del vértice va€ V que contiene 
i — 1 vértices y el vértice va. Para ilustrar esta representación, consideremos 
el mismo grafo G (fig. 3.1, b), sin tener en cuenta la orientación de sus 
aristas. En este caso la matriz de incidencia O(Y) es la matriz de adyacencia 
S(Y) del grafo G, cuyos elementos diagonales son iguales a 1: 


Vi V Us U4 Us Us Url 
1.011.000 0| 
0.1.1.01 o0 o| n 
111101 iS M 
ea=l1o0o 1101 Of u 
0.1.1.01 1 0| 
0.0.0.1 1 Lif w 
0.000.011» 


Reduzcamos la minimización del volumen consumido de la información 
para expresar un grafo a un cubrimiento de columnas por filas de la matriz 
Q(Y). Para disminuir la densidad de trabajo de la búsqueda de un cubri- 
miento minimal tachemos filas y columnas que se absorben. La fila œ ab- 
sorbe la fila 8, si el conjunto Ma de columnas cubiertas por la fila œ con- 
tiene el conjunto Mg de columnas cubiertas por la fila 8, Ma > Mg. La co- 
lumna a absorbe la columna b, si el conjunto Me de las filas que cubren 
la columna b contiene el conjunto Ma de las filas que cubren la columna, 
a, MaCMo. 

Hallemos un cubrimiento de columnas por filas de la matriz Q(Y), des- 
pués eliminemos los elementos unitarios no diagonales comprendidos en 
el cubrimiento y volvamos a cubrir las columnas hasta llegar a que todos 
los elementos no diagonales sean iguales a cero. Obtenemos como resultado 
una expresión minimizada del grafo G en forma del correspondiente mogra- 
fo, cuya signatura representa cortaduras de los elementos de los cubrimien- 
tos obtenidos. 

En el caso a examinar el cubrimiento minimal tiene la forma (u, ve}. 
A este curbimiento le corresponden dos entornos de radio unidad: 
Ofu) = (61, V2, va, Us) y O(us) = (va, Vs, vr). Después de eliminar las 
unidades correspondientes de la matriz Q(Y) obtenemos la matriz 


VI Dz De Ds 
1 0 1 Ola 
oe=pfo 1 0 1 
1 0 1 Oju 
0.1.0 Lvs 


que tiene cubrimiento (41, vz} o bien (vs, vs]. Para ser precisos, escojamos 
el primer cubrimiento. El grafo G que se examina definitivamente se prefija 
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por el modelo Y, cuya matriz de incidencia tiene forma 


v 6 u Us h 

1 1.1 1 Oja 
Gm =|o o 1 ı if 

0.0.1 0 ofw 

0.0.0 1 0m 


Para prefijar esta matriz es necesario tener 20 bitios en vez de 49 bitios, 
cuando este grafo se prefija por la matriz de adyacencia. El mografo 
GM(Õ(V)) está representado en la fig. 3.2. La minimización del plan- 
teamiento de los grafos orientados con lazos es análogo al primer procedi- 
miento. Los orígenes y los fines de los arcos del grafo se prefijan indepen- 
dientemente en forma del mografo (G™)* y el (G*)”, respectivamente. 

Para representar grafos en forma de una composición de grafos más 
simples introduzcamos tres operaciones siguientes: unión, suma y producto, 

Se denomina unión de grafos Ga = < Va, Us) Y Go = (Vo, Ub) el grafo 
G = (Y, U) cuyos portador y signatura son, respectivamente, la unión de 
la teoría de los conjuntos de los portadores Va, Vs y de las signaturas Us, 
Us de los grafos Ga, Go (fig. 3.3, a). 

iaa suma de grafos Ga = (Va, Us) y Gp = (Vo, Ub) un grafo 

= (Y, U) que es la unión de los grafos Ga, G» y un grafo completo 


vpih 
b: 


X 


(69 (62 (63 
Fig.33 
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de dos partes K|w.|, |v.) construido sobre los portadores VaN VaVe y 
VaN VaV». En otras palabras, para construir la suma de los grafos Ga 
y Go se determina su unión y cada vértice w€ Va no comprendido en la 
intersección VaV, se une con todos los vértices Va > WMV, y viceversa. 
Diremos que el vértice v conifica el grafo G, si v y todos los vértices del 
grafo G son adyacentes. Los vértices no comprendidos en la intersección 
de los sumandos, ug VAN», comifican, al sumar los grafos Ge y Gb, 
VoN VW) y VaN VaMWo, respectivamente (fig. 3.3, b). 

Se denomina producto (producto cartesiano) de grafos Ga = (Va, Ta) 
y Go = (Vo, Po) el grafo G = (V, D), V = Va X Vo= $ (Van vo)/Ua€ Va 
v£Vo), Pluan vo) = Tus, X Pun, (fig. 3.3, c) 


§ 3.2. Conexión y conexión fuerte de un grafo 


La distribución de cadenas y ciclos en un grafo no orientado, así como 
de caminos y circuitos en un grafo orientado, determina muchas propieda- 
des del grafo, incluso su conexión y conexión fuerte. 

Llámase cadena una sucesión de aristas (Q1, 02, .-.» Qn) de tipo 
Qi = (Va U+1), i= 1,2, ..., n. Los vértices de una cadena pueden tener 
potencia igual a 1. El vértice v; de potencia igual a 1 se llama vértice 
extremo. 

El número de aristas de una cadena que une los vértices v; y y, se deno- 
mina longitud I (va vj) de la cadena. 

Se llama ciclo una cadena, cuyos vértices finales coinciden. Todos los 
vértices del ciclo tienen potencia s(u)>2. 

Una cadena se denomina compuesta, si en ella se repite al menos una 
arista, compleja, si se repite al menos un vértice y simple, en caso contrario. 

Un grafo G = (V, U} se denomina conexo, si cualquier par de sus vérti- 
ces se une por una cadena. 

Un subgrafo conexo, maximal respecto a la inclusión de vértices, de un 
grafo se denomina su componente de conexión. Un grafo se llama incone- 
xo, si el número de sus componentes es más que uno. Por ejemplo, un 
grafo que se compone de dos vértices no adyacentes es inconexo y tiene 
dos componentes de conexión. 

Examinemos el algoritmo para determinar la conexión de un grafo y 
el número de sus componentes. 


Teorema 3.1. Un elemento de una matriz S" (S = [sy], es decir, una 
matriz de adyacencia, 
el conjunto de los identificadores de aristas que unen 
S= fie vértices Vi, Vj; 
O, si los vértices v, vj no son adyacentes, 
es un conjunto de cadenas de longitud n que unen los vértices vi, vje 
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Fig. 3.4 


Al elevar una matriz de adyacencia S = [sy] a la potencia n, la multipli- 
cación se examina como concatención, o sea, añadimos el identificador 
correspondiente a j-ésima columna a la derecha del identificador corres- 
pondiente a ¡-ésima fila, la sumación se examina como unión de palabras 
obtenidas como resultado de la multiplicación, 

Ejemplo 3.1. Examinemos la distribución de cadenas en un grafo no orientado de Peter- 


son (fig. 3.4), cuya matriz de adyacencia tiene forma siguiente: 
NO AE EC A 
+ — —— 
a e | | 1 
i= p T 
a b m 2 
4 
b c n 3 
pr 
e a P 4 
E) A A S 
e a r s 
s= — — 4 
k s|x 6 
m el» 7 
E 
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La matriz de adyacencia S determina la distribución de aristas (cadenas de longitud unita- 
ria). Para determinar las cadenas de longitud 2 elevemos la matriz de adyacencia al cuadrado: 


¡OE E E O E A E 
e b | ed ks | x 1 
pA al am | ks er 
LA be | ae | ak bn | m | my 2 
p 
ab e cd | ns | bm cp | nu 3 
fA 
ed 4 
ae | ca s 
Sa 
ak | ns $ 
am bm 7 
ks | ón 8 
kx | me | cp 9 
er | my | nu 10 


Sumando las matrices S + S* obtenemos que en la matriz resultado faltan elementos 
nulos, lo que significa que existen cadenas de longitud 1 o de longitud 2 entre cualquier par 
de vértices del grafo de Peterson. Por consiguiente, el grafo de Peterson es conexo y es un 
componente de conexión. 


El concepto de la cadena es principal para estudiar propiedades métri- 
cas de un grafo. 
Una longitud minimal de cadena que une los vértices v; y vy se denomina 
distancia r(u,, vj) entre los vértices vi, vj: 
r(04 vj) = mín helvi 0). 
k 


La distancia maximal entre los vértices del grafo G se denomina 
diámetro del grafo d(G): 


d(G) = máx min {vn V). 
U k 


La función r(vr, v) introducida sobre el conjunto de todos los pares 
de vértices (v, 1) del grafo G determina su métrica. En efecto, esta función 
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r(vi, 1) satisface tres axiomas siguientes: 
(Vo, vron v) = 0) +4 = Y, 
(Vo, YE Y) = (0 v), 
(Yuh, Uy, v6Mr(0, V) + riL, Ue) > r (Wi, 14). 
El último axioma suele llamarse desigualdad triangular, 


Una matriz A se denomina de k células, si una permutación de colum- 
nas y filas la reduce a la forma 


A 0.0 
0 40 
0.0 A, 


0 0 0 A 


donde la matriz A;, i = 1, . . „„ K no contiene ningún elemento nulo (excep- 
to, tal vez, los elementos diagonales). 

Teorema 3.2. Un grafo G comprende k componentes de conexión si, 
y sólo si, su matriz de alcance D(G), 


a0) 
D(G) = A SON, 3.2) 


(donde S(G) es la matriz de adyacencia, i = 1, d(G), es el diámetro del 
grafo (G) es de k células. 

Un ciclo se denomina euleriano, si cada arista del grafo participa en 
su formación una vez; un grafo que contiene tal ciclo se llama de Euler. 

Teorema 3.3. Un grafo G = <V, U) es euleriano si, y solo si, es conexo 
y la potencia s(vi) de cada vértice v&V es un número par. 

Un ciclo simple se denomina de Hamilton, si pasa por cada vértice del 
grafo; un grafo que contiene tal ciclo llámase hamiltoniano, 

El teorema 3.3 determina un criterio simple para revelar la propiedad 
de Euler para cada grafo. Para determinar la propiedad hamiltoniana se 
tiene la siguiente condición suficiente. 

Teorema 3.4 (teorema de Dirac). Si un grafo G = (V, U), |V| >3, 
es conexo y la potencia de cada vértice v&V, 


so> B | ri}. 03 


donde [| ] es el próximo número entero, entonces el grafo es de Hamilton. 

Un grafo compuesto de un vértice se llama trivial. La eliminación de 
un vértice de un grafo no trivial G conduce a un subgrafo GN v que con- 
tiene todos los vértices del grafo G, excepto v, y todas las aristas del grafo 
G, no incidentes a v. De modo análogo, la eliminación de una arista x 
reduce a un subgrafo (subgrafo de esqueleto) que contiene todos los vértices 
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y las aristas, excepto la arista x, es decir G\ x. La potencia minimal de 
los vértices de un grafo se designa por ó(G) = mín s(w;), v;€G. Si todos 
1 


los vértices de un grafo tienen la misma potencia n éste se llama grafo regu- 
lar de potencia n. 

Se denomina conexión de un grafo x(G) el número mínimo de vértices, 
cuya eliminación hace el grafo inconexo o trivial. De esta definición se 
desprende que para cualquier grafo inconexo x(G) = 0. Un grafo completo 
Kn se hace trivial, si eliminar # — 1 vértices. Por eso, x(Ką„) = n — 1. 

Si x(G)>n, el grafo G se denomina n-conexo, 

Llámase conexión por aristas MG) del grafo G el número mínimo de 
aristas, cuya eliminación reduce a un grafo inconexo o trivial. Para un grafo 
inconexo o trivial MG) = 0. 

Para cualquier grafo G la conexión, la conexión por aristas y la potencia 
minimal están relacionadas por la siguiente desigualdad: 


(6) <MG)<5(G) 0.) 
Entre todos los grafos de n vértices y m aristas la conexión mínima 
es igual a 0, si m<n — 1, y es igual a (2 m/n], si m>n — 1, donde los 


corchetes [ ] significan que se toma la parte entera de la expresión. 

` Las cadenas simples se denominan no intersecantes por aristas, si ningu- 
nas dos de ellas tienen una arista común. Pero, si tales cadenas tampoco 
tienen vértices comunes se llaman no intersecantes por vértices. 

Sean G un grafo conexo y u, v sus dos vértices distintos. Un conjunto 
de aristas £ del grafo G se denomina conjunto u, v-divisor en G, si cual- 
quier cadena simple de u en v contiene una arista de Æ. Un conjunto de 
vértices V del grafo que no contiene u, v se llama conjunto u, v-separador 
en G, si cualquier cadena simple de u en v incluye un vértice de V. 

Si un conjunto u, u-divisor E contiene k aristas, el número de cadenas 
simples no intersecantes por aristas de u en v no puede superar k, puesto 
que en caso contrario alguna arista de £ debe pertenecer a más de una 
cadena simple. Si un conjunto u, v-divisor tiene potencia mínima, el núme- 
ro de cadenas simples no intersecantes por aristas entre u y v es exactamente 
igual a k. >: 

Teorema 3.5. El número maximal de cadenas simples, no intersecantes 
por aristas, que unen dos vértices distintos u, v de un grafo conexo G es 
igual al número minimal de aristas en el conjunto u, v-divisor. 

“Teorema 3.6. El número maximal de cadenas simples, no intersecantes 
por vértices, que unen dos vértices distintos no adyacentes u, v del grafo 
G es igual al número minimal de vértices en un conjunto u, v-separador. 

Teorema 3.7. Un grafo es n-conexo si, y sólo si, cualquier par de sus 
vértices se une, al menos, por n cadenas no intersecantes por vértices. 

Teorema 3.8. Un grafo es n-conexo por aristas si, y sólo si, cualquier 
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Y 


Fig. 3.5. 


par de sus vértices se une, al menos, por n cadenas no intersecantes por 
aristas, 

Teorema 3.9 (teorema de Menger). Para cualesquiera dos conjuntos de 
vértices Va, Va (Va, Va Ø; VaNVa = Ø) el número máximo de cadenas 
no intersecantes que unen Va y Va es igual al número mínimo de vértices 
que separan Va y Vg. 

Los teoremas 3.5—3.9 determinan la dependencia de conexión de un 
grafo respecto del número de cadenas no intersecantes. Por primera vez 
la investigó Menger. 

Se denomina conjunto divisor de un grafo G conexo a tal conjunto 
de sus aristas que, al eliminarlas de G, éste se hace inconexo. Por ejemplo, 
el conjunto fe, q9, es, es) en la fig. 3.5, a es separador y su eliminación 
lleva a formar dos componentes de conexión. 

Se denomina corte tal conjunto divisor que no tiene subconjunto divisor 
propio. El conjunto ( 07, 09, es, e3) no es corte, ya que contiene subconjun- 
to divisor [0», 09, es). Este subconjunto no tiene subconjuntos divisores 
propios y por eso es corte. Un corte que consta de una arista se denomina 
puente (fig. 3.5, b). A veces el corte se llama cociclo. 

Examinemos un grafo orientado y su propiedad de ser fuertemente 
conexo. 

Se denomina camino una sucesión de arcos (61, ôz, . . ., Ön) de la forma 
ôi = (vi, Yer) E= 1,2, .... n, 

Los vértices de un camino tienen la potencia igual a 1 ó 2. Un vértice 
v de potencia 1 se denomina extremo con ello, el vértice vı conicidente 
al arco ô, se denomina inicial, el vértice vn + 1 coincidente al arco $, se llama 
final. 

El número de arcos que forman un camino se denomina longitud del 
camino. 

Llámase circuito un camino, cuyos vértices extremos coinciden. Todos 
los vértices del circuito tienen la potencia s(u)>2. 

Un camino se denomina compuesto, si en ella se repite al menos un 
arco, complejo, si se repite al menos un vértice y simple, en caso contrario. 

Un grafo G = (V, U) se denomina fuertemente conexo, si cualquier 
par de vértices se une por un camino. 


86577 
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Un subgrafo fuertemente conexo, maximal respecto a la inclusión de 
vértices, de un grafo se denomina su componente de conexión fuerte. Un 
grafo se denomina no fuertemente conexo, si el número de sus componentes 
de conexión fuerte es más de 1. 

Examinemos el algoritmo de determinación de conexión fuerte de un 
grafo y del número de sus componentes, de conexión fuerte. Lo mismo 
que el algoritmo para determinar conexión de un grafo y el número de 
sus componentes de conexión, examinados para el caso de un grafo no 
orientado, este algoritmo se basa en el empleo de los teoremas 3.1 y 3,2 


Ejemplo 3.2. Determinemos la conexión fuerte del grafo orientado de Peterson (fig. 3.6), 
cuya matriz de adyacencia tiene siguiente form: 


fi 2 3 4 s 6 1 s 9 10 
a 1 
b 2 
e | 3 
po. a t 4 
SG) = e 5 
k x| 6 
FT Y a 
$ 
9 
10 


Para determinar los componentes de conexión fuerte basándose en el teorema 3.2, hay 
que elevar la matriz de adyacencia del grafo S(G) a la potencia maximal igual al diámetro 
A(G) de este grafo: 


d(G) = máx mín Ku, v) (00) 
yo 


donde Hu. t) es longitud del camino del vértice 4, al vértice vy. 


Fig. 3.6 


$ 32. Conexión de un grafo us 


En el caso examinado el diámetro d(G) del grafo G es igual a 5, Calculamos la matriz 
de alcance D(G) como $ ISO: 


A 
DRDS ASAS 


1 2 3 4 5 6 $ 8 

abcde a | ab | obe | aboa 1 
bede [bedea| b | bc 2 
3 

4 

D(0) = 5 
6 

7 

8 

> 

10 


des = k, xpde, xipre, dez = ka, xtm, xpdea, 
ds = kab, xtmb, xtyun, des = xp, kabc, xtmbc, 
des = xpd, xtyr, kabed, dı = yre, yusk, mbede, 
da = m, yrea, yuska, dy = mb, yun, yreab, 
dra = mbc, yunc, yusxp, ds = yr, mbcd, yuncd, 
dia = sk, ncde, sxpde, des = ska, sxtm, ncdea, 
des = n, skab, sximb, dia = nc, Sxp, skabe, 

dis = ncd, sxpd, SXtyr, d»; = pde, tyre, tyusk, 
ds = tm, pdea, (yrea, dy = tmb, tyun, pdeab, 
dsa = p, mbc, tyunc, des = pd, tyr, tmbcd, 
dio = re, usk, uncde, dwa = rea, uska, usxtm, 
dios = un, reab, uskab, 

dioa = unc, usxp, reabe, 

dos =r uncd, usxpd. 

En la matriz de alcance, al componente de conexión fuerte le corresponde una submatriz 
de dimensión maximal, cada elemento de la cual no es igual a O. Los elementos que muestran 
la relación entre estos submatrices pueden ser distintos de O. 

En el ejemplo dado tenemos dos componentes de conexión fuerte con portadores (1, 
2,3, 4, 5) y (6, 7, 8, 9, 10) respectivamente. 


Se denomina red un grafo orientado G = (VW, U), en el cual se escogen 
dos conjuntos de vértices polares V* y V` tales que de cada vértice vt V* 
los arcos solamente salen, en cada vértice v/€ V~ los arcos solamente entran 
y cada vértice v€ VA (V*UV”7) es coincidente tanto a los arcos entrantes, 


a 
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como a los salientes. Ponemos en correspondencia a cada arco un número 
positivo que determina su «capacidad». Entonces, se puede enunciar otra 
variante del teorema de Menger para un grafo orientado ponderado por 
los arcos. 

Teorema 3.10. El flujo maximal a través de una red es igual a la capaci- 
dad minimal de su corte. 

Un algoritmo de determinación del flujo maximal se examina en el $35. 


$ 3.3. Ciclomática 


Para investigar los ciclos en un grafo se usa la matriz ciclomática 
C(G) = [cy]. Ponemos en correspondencia biunivoca a cada ciclo del grado 
un vector fila de la matriz C(G). Todo elemento de esta fila se define del 
modo, siguiente: 


io la si j-ésima arista se incorpora en ¿-ésimo ciclo; 
0 en caso contrario. 

Un conjunto C(G) de todos los vectores, cada uno de los cuales corres- 
ponde a un ciclo del grafo G, forma un espacio vectorial llamado espacio 
de los ciclos del grafo G. Además, se cumplen las siguientes condiciones: 

1. Para cualesquiera dos ciclos R;, R€C(G), RAR; 7% Ø existe cierto 
tercer ciclo (Ri®R)EC(G), donde O significa adición según el módulo 
dos por órdenes, 

2. La adición según el módulo dos posee la propiedad conmutativa, 
es decir, para cualesquiera dos Ri, R¡€C(G) 


RIOR, = R/ORi. 


3. La adición según el módulo dos es asociativa, es decir, para cuales- 
quiera Ri, Ry, Re€C(G) 


(RORJOR: = RO(R/ORA). 


Se denomina base de un espacio vectorial cualquier sistema de vectores 
linealmente independientes que engendra el espacio dado. Un conjunto de 
vectores es una base de un espacio vectorial cuando, y sólo cuando, cual- 
quier elemento de este espacio se representa de manera única en forma de 
una combinación lineal de vectores del conjunto. Si un espacio tiene base 
de n vectores se denomina espacio n-dimensional. 

Base de ciclos del grafo G es una base del espacio de los ciclos del grafo 
G compuesto de ciclos simples. 

Un vector R depende de ciclos simples Ri, Ra, . . 
en forma de la combinación lineal de vectores 


R= Ri. 
a 


Ra, si se representa 
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Cualquier vector de un ciclo del grafo G puede representarse en forma 
de una combinación lineal de los vectores de la base de los ciclos. Examine- 
mos, por ejemplo, el grafo representado en la fig. 3.7, a. La matriz ciclomá- 
tica C(G) de este grafo tiene la forma 


AG) = 


=o0-=-oo0-> 
=o=-=o00-0s 
==o--=o0n 
=ro==oon 
=o=o0=-0s 
o=-=-0-03 
O==o=o-=> 
FS 


=o-o0--on 
DO00S----m 


En calidad del sistema básico de ciclos se puede tomar los ciclos Ri, 
Ro, Rs. Se puede comprobar que todos los otros ciclos se representan como 
su combinación lineal según el módulo dos: 


ROROR; = Re, RiR = Rs, RIOR; = Ro, R1®R3 = Ro. 


Se denomina árbol un grafo conexo que no contiene ningún ciclo. Se 
denomina subgrafo de esqueleto de un grafo un subgrafo que contiene to- 
dos los vértices del grafo. Se denomina esqueleto un subgrafo esqueleto 
que es un árbol. Se llama cuerda de un esqueleto D en un grafo conexo 
G cualquier arista del grafo que no pertenece a D. Cualquier subgrafo com- 
puesto de una cuerda y el esqueleto tiene exactamente un ciclo. El número 
ciclomático v(G) de un grafo G es igual al número de cuerdas de cualquier 
esqueleto en G. 

Si un grafo conexo G tiene n vértices y m aristas, se tiene 


AG) =m=n+1. 8.6) 


Si el grafo G contiene k componentes de conexión, su número ciclomáti- 
co es 


1G) =m=n+kKk. 67) 


Fig. 3.7 
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El número ciclomático de un grafo inconexo puede determinarse como la 
suma de los números ciclomáticos de sus componentes de conexión: 

x(G) = pr x(G) (3.8) 
El número ciclomático determina la medida de conexión de un grafo. Indi- 
quemos que las propiedades de los ciclos de un grafo y de sus cortes se 
parecen. Se denomina bosque un grafo que no contiene ciclos. En otras 
palabras, si un grafo comprende varios componentes de conexión, cada uno 
de los cuales es un árbol, este grafo es un bosque. Si un bosque G tiene 
n vértices y k componentes de conexión, éste contiene n — k aristas. 

Llámase bosque de esqueleto un grafo, cada componente del cual es 
un árbol de esqueleto. 

El rango cocíclico x(G) (rango de corte) de un grafo es el número de 
aristas en su bosque de esqueleto: 


xMO)=n-k. 


El número de ciclos de base en un grafo G se determina por el múmero 
ciclomático (rango cíclico) del grafo »(G). 

Teorema 3.11 (teorema de Euler). El número de ciclos de base de un 
grafo es constante e igual a su número ciclomático. 

Se denomina sistema básico de ciclos para un bosque de esqueleto D 
dado de un grafo G el conjunto de todos los ciclos del grafo G, cada uno 
de los cuales contiene solamente una cuerda de D. Este sistema forma base 
del espacio de ciclos. En el ejemplo considerado los ciclos Ri, Rz, R3 son 


l z 
Araus "E AS SE A E h 
ıjojojo | po na | Ri 
[E | o|o | fijo | Ri 
ojo | iji | ETA ja | pa | Ry 
] 
cuerdas esqueleto D 


La matriz obtenida es la matriz ciclomática de base respecto al esqueleto 
D. 

Cumpliendo 2 — v — 1 veces la operación de adición según el módulo 
dos sobre los ciclos de base obtenemos todo el conjunto de ciclos de este 
espacio, Escribamos el sistema básico de cortes para el grafo G y el árbol 
de esqueleto D representado en la fig. 3.7, b. (a, m, d), {b, c), 16 d), 
lg m, & d}, {d, h, c), 1f; m, d). 
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Este sistema se obtiene de modo siguiente. Se quita una arista del es- 
queleto D. Con esto, el conjunto de vértices se parte en dos subconjuntos 
no intersecantes V, y V2. En G, el conjunto de todas las aristas, cada una 
de las cuales une el vértice de V, con el vértice de Vz es un corte del grafo 
G. El conjunto de todos los cortes para cada arista del esqueleto D es el 
sistema básico de cortes para el esqueleto dado D. 

El sistema básico de cortes forma base en el espacio de cortes o bien 
en el espacio de cociclos. Este sistema puede ser escrita en forma de una 
correspondiente matriz básica de cortes o bien de una matriz cociclomática 


básica: bena e pe a i 
1 0 0 0 0 0 1 0 1 
1 0 
Ko(G) = oji 
Ly 
1 1 
— 
1 1 
esqueleto cuerdas 


Cumpliendo 2% — x — | veces la operación de adición según el módulo 
dos sobre cociclos, engendramos todo el conjunto de cociclos (cortes) del 
grafo. 

Al prefijar en el grafo las propiedades de los ciclos se puede definir 
la clase de los grafos. Examinemos, por ejemplo, los grafos de dos partes. 
Lámase grafo de dos partes G(V,, V2) un grafo, cuyo conjunto de vértices 
se parte en dos subconjuntos no intersecantes V; y V+ de tal modo que 
en G cada arista une dos vértices de subconjuntos distintos. 

Para cerciorarse de que un grafo es de dos partes es suficiente compro- 
bar sus ciclos. 

Teorema 3.12. Un grafo es de dos partes si, y sólo si, todos sus ciclos 
tienen longitud par (son pares). 

DSea G un grafo de dos partes. Entonces el conjunto de sus vértices 
se descompone en subconjuntos Y, y Vz. Examinemos cualquier vértice 
de V;. Para obtener un ciclo que incluye este vértice, hay que pasar k veces 
por una arista de V; y Va y por otra, de Vz a V¡. De este modo, en G, 
cualquier ciclo tiene 2k aristas, O sea, es par. 
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Sea ahora que todos los ciclos simples son pares; demostremos la afir- 
mación inversa que G es un grafo de dos partes. Supongamos que G es 
un grafo conexo. Para cualquier vértice »¡€G designaremos mediante Y, 
un conjunto de vértices que comprende w y todos los vértices que están 
a distancia de una longitud par de vx; designaremos mediante Vzel conjunto 
de los otros vértices, que se encuentran a distancia de una longitud impar 
de v. Sea ahora que tenemos dos vértices vy, vx€ Vz unidos por una arista. 
Ya que entre v; y y, así como entre v; y vx existe un número par de aristas, 
el ciclo que comprende la arista (v, vx) y el vértice v; es impar, empero 
esto contradice la condición según la cual todos los ciclos son pares. Por 
consiguiente, los vértices de V2 no se unen entre sí. Se puede aducir una 
demostración análoga, si G tiene varios componentes de conexión. Wi 

En un grafo de dos partes no es obligatorio que cada vértice de V; se 
una con cada vértice de Vz. Sin embargo, si este hecho tiene lugar, el grafo 
se denomina grafo completo de dos partes y se denota por medio de Km,n 
donde m es el número de vértices de V;, mientras que n, es el número 
de vértices de V2. El grafo Km,» tiene m + n vértices y mn aristas. El grafo 
completo de dos partes Kı,» se denomina grafo estelar (estrella) y es un 
árbol. Señalemos que cualquier árbol es un grafo de dos partes. Con fre- 
cuencia el grafo de dos partes se llama grafo de Kónig. 
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En el análisis matemático el concepto de la derivada caracteriza el grado 
de variación de una función al realizarse una variación pequeña de su argu- 
mento. El concepto de la derivada se basa en el del límite. En la matemática 
discreta no existe el concepto del límite, por esta razón es imposible trasla- 
dar mecánicamente el concepto de la derivada de la matemática continua 
a la discreta. Para resolver problemas de optimización de la matemática 
discreta, introduciremos el concepto de la derivada basado en el uso del 
concepto de la frecuencia de letras en las palabras de cierto modelo Y. 

Antes de la definición formal de la derivada, examinemos el siguiente 
Sea dado un grafo G (fig. 3.8, a). Nos interesa la frecuencia de 
ación de las aristas en la formación de esqueletos del grafo G. El 
grafo G contiene 8 esqueletos y se puede caracterizar la frecuencia buscada, 
por ejemplo, por el número de inclusiones de cada una de las aristas en 
estos esqueletos. Por ejemplo, la arista a participa 5 veces en la formación 
de esqueletos; la arista c, 4 veces, etc. La frecuencia se caracterizará de 
modo más completo, si a la par con los números indicados anteriormente 
calcular números, cada uno de los cuales es igual al número de esqueletos 
que contienen dos aristas fijadas. Por ejemplo, las aristas a y b se contienen 
en dos esqueletos, Con más exactitud la frecuencia buscada de un par de 
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€ 
le 


b, 


T a 
e 
NLA 
DANa 
el 
b d 
e 
Fig. 3.8 9 


aristas os y oy se determina por el número de esqueletos que comprenden 
la arista q, O Qj, pero no las comprenden simultáneamente en razón inversa 
con el número de esqueletos que contienen tanto la arista q; como la arista 
er Ui — 2fu + £0/fy, donde fi, f fy son los números de esqueletos del 
grafo que contienen las aristas gi, Qj, Qi Y ej, respectivamente. 

Esta razón indica el grado de participación no uniforme de los pares 
de aristas en la formación de esqueletos del grafo. 

A continuación nos acordemos llamar suceso S que ocurre cuando se 
cumplen determinadas condiciones al proceso examinado. En el ejemplo 
examinado el suceso S se representa por la «formación del esqueleto del 
grafo G por un conjunto de aristas», y las condiciones, por la inclusión 
de las aristas del grafo en el conjunto dado. El suceso $ puede prefijarse 
por el correspondiente predicado. 

Cada uno de los sucesos determina una matriz binaria bidimensional 
Q = [Qilmxn, a cada columna de la cual corresponde biunivocamente una 
condición, comprendida en un suceso, y a cada fila, una colección de condi- 
ciones, con las cuales el suceso tiene lugar (en las cuales el suceso es verda- 
dero) y 


E si j-ésima condición se incluye en ¡-ésima colección de 
q= 


condiciones, en las cuales el suceso es verdadero; 
O en caso contrario. 


En otras palabras, cada suceso determina un modelo, cuya matriz de 
incidencia es una matriz Q, o sea, las condiciones que se comprenden en 
el suceso son letras del modelo, las colecciones de condiciones, en las cuales 
el suceso es verdadero, son palabras del modelo. 
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La intensidad de participación de las condiciones (letras) en los sucesos 
(palabras) la caracterizaremos utilizando frecuencias de'su inclusión. Para 
esto introduzcamos la matriz de frecuencia de relaciones F = Pfislaxn que 
caracteriza un modelo Y, cuya matriz de incidencia es Q(Y) = [qulmxn- 

Se denomina matriz de frecuencia de relaciones F = filnxn una 
matriz, a cada fila (columna) de la cual le corresponde biunivocamente 
una letra, y un elemento fy es igual al número de palabras que comprenden 
las letras į y j, si i # j, en el caso contrario (i = j) equivale al número de 
palabras que incluyen la letra j. Con ello, si į = j, fi es la frecuencia propia 
de la letra, si i * j, fy es la frecuencia recíproca de las letras i y j. 

De la definición de la matriz de frecuencia de relaciones F = [flnxn 
se desprende que ésta es simétrica respecto a la diagonal principal, es decir, 
Ju = fi y que la frecuencia propia de cualquier letra no es menor que la 
frecuencia recíproca de esta letra con cualquier otra letra: £>fy. 

Se puede mostrar que una matriz de frecuencia de relaciones F que ca- 
racteriza un modelo con la matriz de incidencia Q satisface la relación 


o0xQ=H (3.9) 


donde Q” es la matriz transpuesta Q(7 es el signo de la matriz transpuesta). 

Determinemos el grado de participación de los componentes del grafo 
G en un suceso S dado con anticipación en el grafo G, en otras palabras, 
el grado de heterogeneidad de componentes del grafo respecto al suceso 
prefijado. Caracterizaremos esta heterogeneidad por la derivada 4G/4S del 
grafo G respecto al suceso S. 

Llámase derivada 9G/0S de un grafo G respecto a un suceso S un grafo 
ponderado no orientado (Y, (U, P)), cuyo portador coincide con el porta- 
dor de un modelo determinado por este suceso y un par de vértices (v, 
vy) está ponderado por la razón de la frecuencia (i — fu) + (fi — Lu) de su 
participación incompatible a la frecuencia fij de la participación compatible 
en el suceso S: 

(3.10) 


ôG Li LaS 
E o y EL, 


con la particularidad de que 
; ôG 
(un, ne U, si -gg (0 V) = 00; 


ur YEU, si ŽC (w, vj) es la magnitud finita diferente de cero; 
y FKJ 7j) 


; ôG 
u= Uy si -35 (va y) = 0. 
El valor de la expresión (3.10) se llama valor de la derivada sobre la 
arista (v vy). 
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Iustremos el concepto de derivada de un grafo respecto a un suceso 
con dos ejemplos. 

Ejemplo 3.3. Sean prefijados un grafo G (fig. 3.8, a) y un suceso S, «formación del 
esqueleto del grafo G por las aristas». Hallemos la derivada del grafo G según el suceso S 
que caracterizará la intensidad de participación de aristas en la formación de esqueletos del 
grafo G. 

El suceso prefijado determina un modelo, cuya matriz de incidencia tiene siguiente forma 


a beode 


=-ooo=- 
o=-e--o00 
-0--0-0- 
=-o-=-o-o 


Sn 


En esta matriz, a cada columna le corresponde biunívocamente una arista del grafo G 
(la condición comprendida en el suceso), a cada fita, una colección de aristas que forman 
un esqueleto del grafo (la colección de condiciones, en las cuales el suceso prefijado tiene 
lugar) (fig. 3.8, b). 

La matriz de frecuencia de relaciones F que corresponde a la matriz Q es 


abcde 
52323 30 
25 2430 
Fagrxgel2 2 4 2 2lc 
3325214 
SSF Ai 
Los elementos de esta matriz-determinan o que es un grafo con portador la, b, c, 


d, e} y dos vértices de este grafo son adyacentes, si el valor de la derivada sobre el arco 
formado por estos vértices es distinto de cero y del infinito. Calculando los valores de la 


derivada sobre las 


obtenemos el grafo 


(fig. 38, c). 
as fis 38,0. 


Ejemplo 3.4. Examinemos un grafo G (fig. 3.9, a), sobre el cual está prefijado un suceso 
S, «formación por aristas de un ciclo de base respecto a un esqueleto G (fig, 3.9, b) del 
grafo G». Calculemos la derivada del grafo G respecto al suceso S. 
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El número ciclomático »(G) del grafo G es igual a 3: 
AG) =mM=n+k=7-5+1=3, 


Por consiguiente, el grafo contiene tres cictos de base. El suceso $ determina un modelo de 
tipo. 


ez 
1 0 
oa 
o 


SR 


h 
E i 
o 
1 


co-o 


o 
A este modelo le corresponde ta matriz de frecuencia de relaciones 


F=9xQ= 


oo==-== 9 
So ----. 
onu 
"anuwun A 
o=nyy== a 
S==--00. 
=oo==oor 
seo ano 


Calculando el valor de la derivada obtenemos el grafo 


(fig. 3.9, c). Analizando 


as 


el grafo -ZC fijemos que, por ejemplo, las aristas e y d (a y 9) participan de manera 


igualmente intensa en el suceso prefijado. 


De tal modo, para determinar la derivada de un grafo G según el suceso 
$ es necesario: 

a) constriur un modelo determinado por el suceso prefijado; 

b) hallar la matriz de frecuencia de relaciones que corresponde a este 
modelo; 


c) calculando los valores de la derivada -2C sobre aristas del grafo 


¿S 
por la matriz de frecuencia de relaciones construir el grafo buscado G- 
que caracteriza la intensidad de participación de elementos del grafo G en 
el suceso prefijado S. 


Fig. 3.9 
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Llámase derivada Li de orden k según el suceso S la derivada de 


la derivada de orden k — 1 según aquel mismo suceso S: 


= ~G 
a > E ř 
Se denomina derivada mixta según los sucesos S, y S» la derivada según 
el suceso Sa de la derivada según el suceso Sp: 


G __ð (96 

ISS — DSe NOS», 

De modo análogo se determinan derivadas mixtas del grafo G según 
los sucesos Si, S2, ++» Sw 

El concepto introducido de la derivada de un grafo G según el suceso 
S posibilita hallar también la derivada de un modelo ¥(Q) (de un mografo 
GD(Q)). En el caso de determinar la derivada de un modelo, si no se 
da otra indicación sobre el suceso S, en calidad de S$ consideramos la «for- 
mación de una palabra por letras». 

El valor de la derivada del modelo (del mografo G“P(Q)) sobre un par 
(i J) es 

agen 


so With 
64) Ti » 
bid y frecuencias fi, fy y YA se determinan por la matriz de frecuencia 
de relaciones F = [/y] (F = 0” x Q). Sobre el mografo G%”, las frecuen- 
cias fi. fy y Jj son iguales g número de pesos del vértice v, al número 
de pesos comunes de los vértices v, vy y al número de pesos del vértice 
Uy, respectivamente. 

Kak 3.5. Calculemos 


Kaasik 
Eo 22. o 03), (on D) 


Fig. 3.10 
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donde el mografo G%? está prefijado en la fig. 3.10, a, el suceso S; es el suceso en el mografo, 
en el entendimiento habitual (o sea, la «formación de una palabra por letras»); el suceso 
an 


Sz es la «formación de un ciclo de longitud impar en el grafo 


= (Y Uy» 
a 
La matriz de incidencia Q, que prefija el mografo G%® (fig. 3.10, a) tiene forma 


abed 


LEA 
Q=fo 1 o ij. 
0.0 1 4 


Le corresponde la matriz de frecuencia de relaciones F = Q7 x Q: 


a dy E 
1 1 1 o 
R=- |i 21311 
EES 
o 1 1 2 
Los valores de la derivada 2952. son, respectivamente, iguales a: 
20un ¿quo 
A a -2 
E AAA 
aqu aun i 
IES 
20 9000 
La d) = œ; >d) = 2 
AE 
agen un 
EI grafo se representa el la fig. 3.10, b. En el grafo el suceso S prefija 


la matriz @ de tipo 
(U, 0) (03 0) (0, 0) (0900 (01, 00 


$ 1 1 o o 

o o 1 1 1 
En virtud del algoritmo del hallazgo de la derivada del grafo, obtenemos 
(0 a) (02, 0) (0,0) (Va 00) (0, a) 


Q= 


1 1 1 o o 
1 1 1 o o 
F| 1 1 2 1 1 
0 o 1 1 1 
o o 1 1 1 
Y gun 


(on da), (v2, 03) = 


95,957 


Hemos examinado la uniformidad de participación de los pares de ele- 
mentos en el suceso $. De modo análogo puede ser examinada la uniformi- 
dad de participación de ternas. cuaternas, ..., n-ternas de elementos en 
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el suceso S. Para deducir la fórmula de la derivada sobre tres, cuatro, . . 
n elementos generalizaremos el concepto de la matriz de frecuencia de rela- 
ciones. Introduzcamos el concepto de la hipermatriz de frecuencia de 
relaciones. 

Examinemos el modelo Y = (M, Si, S2, Sk). Tomemos una matriz 
N-dimensional F = Vais...il, iis is «+ + iN » | M|. Las posiciones 
según cada dimensión de la matriz N-dimensional las enumeremos con nú- 
meros de la serie natural 1, 2, . ... | M |. Pongamos en correspondencia 
biunivoca a cada letra meM un número de esta serie natural y colocaremos 
las letras m¡€M por las respectivas posiciones de cada dimensión de la 
matriz N-dimensional. Cada elemento fi, i,...,ix de esta matriz es igual al 
número de palabras que comprenden letras correspondientes a los números 
ht, da, » « „ in. No duplicamos los índices iguales por su escritura. La matriz 
formada de este modo se denominará matriz N-dimensional de frecuencia 
de relaciones o bien hipermatriz de frecuencia de relaciones, si no nos inte- 
resa la dimensión de esta matriz. 

Si entre los índices À, i, is, . . . iy y un elemento £,,;,,....w existen al 
menos dos índices de escritura distinta este elemento se llama frecuencia 
recíproca de letras correspondientes y, en caso contrario, frecuencia propia 
de estas letras. La frecuencia f,,.i,....,1 que tiene k índices diferentes se de- 
nomina frecuencia de orden k. 

Cuando se calculaba la derivada de un par de elementos se utilizaban 
frecuencias de primer y segundo orden. 


La derivada 39. de un grafo G respecto a un suceso S sobre las 


ternas de elementos es 


ôG 5 
-gg (e, Mo, me) = 


D A-2 2 Ju+ 


mmm | Ni mannm. AS 
+3 y fa): EAN 

injink jak 

JR mm me 
La derivada e del grafo G respecto a un suceso S sobre las 

cuaternas de elementos es 
E (ña, Mo, Me, ma) = z ( 22443 E fi- 
mmm, ; % 


-4 Y» Sus). ij k, |= Ma, Mp, Me, Ma. (3-12) 
AN 


128 Capitulo 3. Teoría de los grafos y mografos 


La derivada qe de un grafo G respecto a un suceso $ sobre n 


elementos es 


ÑE (mm, ma, «> 


(Er -2 re. 


i 


m5. -Ma 


A ra 2 Siis o AA 2 F 


is da. as Mn. (3.13) 
ray fórmulas (3.11)—(3.13) están deducidas de la definición de la deriva- 
da -ṣọ de un grafo G respecto a un suceso S, al examinar las ternas, 


uc y n-ternas de elementos, respectivamente. 

Cada modelo puede ser prefijado con ayuda de una hipermatriz de fre- 
cuencia de relaciones. 

Por ejemplo, un modelo Y = (M, S3), 

M = (a, b, c, d, el, 

Sı = (a, b, d), {b c d), tc, d, eì}, 


cuya matriz de incidencia 


a bo de 

1 1 o 1 0 
Q)= fo 1 1 1.0 

o 0 1 1 1 

puede determinarse por la matriz de frecuencia de relaciones 

e bc d e 

1.1.0 1 STe 

12120]9 
FN=f0 1 2 2 ije 

1 2 2 3 1 ja 

0 0 1 1 lle 


En el ejemplo examinado Q(¥) y F(¥) determinan biunivocamente una 
a otra. En otras palabras, un modelo puede ser prefijado no sólo enumeran- 
do sus palabras, sino también cuando se prefijan intersecciones de estas 
palabras con ayuda de planteamiento de las frecuencias de letras en estas 
palabras). 

Si tenemos gran número de ceros es cómodo representar la hipermatriz 
de frecuencia de relaciones en forma de anotación en línea. Por ejemplo, 
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el modelo a examinar Y puede ser escrito como 
F(Y) = d*.2b*2c*=3d*»e*»abrad-bc=2bd-2cd+ce=de. 


Aquí el coeficiente para a? es igual a fa y para af, fap, &, B =a, b, © 
d, e; el símbolo + es distribuidor constructivo de dos frecuencias. 

La anotación en línea de una hipermatriz de frecuencia de relaciones 
que prefija el modelo se denominará a continuación descomposición del 
modelo por frecuencias o bien descomposición de frecuencia del modelo. 
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En cualquier grafo se puede formar una colección de ciertos conjuntos que 
se unen según algún criterio, por ejemplo, subconjuntos de vértices tales 
en los que no hay dos vértices de un mismo subconjunto que sean adyacen- 
tes. Análogamente se puede partir un grafo en subconjunto de aristas de 
tal modo que las aristas de un subconjunto sean no adyacentes de dos en 
dos. En el caso general, el número de elementos en distintos subconjuntos 
es distinto y existe un subconjunto, en que el número de elementos adquiere 
el máximo valor. Por eso se puede introducir dos invariantes del grafo para 
vértices no adyacentes de dos en dos y aristas del mismo tipo. 

Un conjunto de vértices se denomina interiormente estable, si éstos son 
no adyacentes de dos en dos. 

Un conjunto interiormente estable de vértices se denomina subgrafo va- 
cío si, al añadir aunque no sea más que un vértice no perteneciente a este 
conjunto, se forma por lo menos una arista (un arco). 

La potencia maximal de un subgrafo vacío del grafo G se denomina 
número de estabilidad interior o número vértice de independencia del grafo 
e(G). 

El número maximal de aristas no adyacentes de dos en dos de un grafo 
G se denomina número arista de independencia del grafo e(G). 

Si una arista es incidente a un vértice se dice que ellos cubren uno a 
otro. Un conjunto de vértices que cubren todas las aristas de un grafo se 
denomina cubrimiento vértice del grafo G. La potencia minimal del cubri- 
miento vértice se llama número del cubrimiento vértice del grafo ro(G). 
Análogamente un conjunto de aristas que cubren todos los vértices del gra- 
fo G se denomina cubrimiento arista de un grafo. La potencia minimal 
del cubrimiento arista del grafo G se denomina número del cubrimiento 
arista m6). 

Acordémonos considerar que cualquier vértice de un grafo cubre a si 
mismo y dos vértices adyacentes cubren uno a otro. Entonces la potencia 
minimal de un conjunto de vértices que cubren todos los vértices del grafo 
G se llama número vértice de la estabilidad exterior del grafo BAG). 

De manera análoga consideremos que cada arista de un grafo cubre 
96577 
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a si misma y dos aristas adyacentes cubren una a otra; entonces la potencia 
minimal de un conjunto de aristas que cubren todas las aristas del grafo 
G se denomina número arista de la estabilidad exterior B1(G). 

Para resolver muchos problemas prácticos es necesario calcular los inva- 
riantes examinados del grafo. Por ejemplo, sea que los vértices de un grafo 
son los módulos tecnológicos de un proceso automatizado flexible y hay 
que observarlos continuamente, mientras que dos vértices del grafo se unen 
por una arista, si se puede observar sus respectivos módulos encontrándose 
al lado de uno de ellos. Se necesita colocar telecámaras de tal modo que 
el operador del monitor en el panel de control pueda observar todos los 
módulos con tal que el número de telecámaras sea mínimo. Para resolver 
este problema hay que determinar el número de vértice de la estabilidad 
exterior del grafo dado. 

Ejemplo 3.6. Para el grafo de Peterson G (véase la fig. 3.4), los invariantes introducidos 
tienen siguientes valores: 

e(6)=4, 111, 3,9, 10) = 4; e(G) = 5, | la, d, n x yi) > 5 

mG) =6, |L, 3,5,7, 8,9} | = 6; zG) = $, | 1k, m, n pri] = S; 

BAG) = 3, |11, 4, 101| = 3; BG) = 4, jia c x u) | = d. 

Teorema 3.13. Para cualquier grafo conexo no trivial G = (V, U) se 
tiene 


20) + ro(G) = &(G) + m6) = | V]. 814) 


Un conjunto de aristas de un grafo, en el cual ningún par de aristas 
es adyacente se denomina combinación en par del grafo. Un conjunto de 
aristas de una combinación en par, en la cual el número de aristas es igual 
a e, se denomina combinación máxima en par del grafo. 

Para los grafos de dos partes es válido el siguiente teorema sobre combi- 
naciones en par, 

Teorema 3.14 (teorema de Kónig). Para un grafo de dos partes G, el 
número de aristas en la combinación máxima en par es igual al número 
del cubrimiento de vértice, o sea, & = xo. 

Llámase combinación perfecta en par de V; en Vz en grafo de dos partes 
G(V1, Va) una correspondencia biunivoca entre los vértices de Y, y un sub- 
conjunto de vértices de V2, en la cual todo vértice de Y, se une con un 
vértice de Vz mediante una arista. 

El concepto de combinación en par permite enunciar el siguiente 
teorema. 

Teorema 3.15 (teorema de Hall). Sea G = G(V;, Va) un grafo de dos 
Partes y para cualquier subconjunto AC V; sea también p(A) un conjunto 
de aquellos vértices de Vz que son adyacentes por lo menos a un vértice 
de A. Entonces la combinación perfecta en par de V, en Va existe cuando, 
» sólo cuando, el número de elementos | A | < | p(4)| para cada subcon- 
junto AEV. 
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Examinemos como se escogen subgrafos vacíos [E,] en un grafo G. 
Se llama entorno G(wo) de un vértice vo del grafo G = <V, T') un subgrafo 
«Vo, Uo}, cuyo portador coincide con el entorno de radio unitario de este 
vértice, Vo = Two y la signatura Uo está formada por todas las aristas del 
grafo G que unen los vértices de Vo. 

Llámase no entorno G(vo) del vértice vo del grafo G = (V, T) un 
subgrafo (Vo, Uo), cuyo portador Vo= [1/€Pvo) y la signatura Uo 
comprende todas las aristas del grafo G que unen los vértices de Vo. 

Teorema 3.16. Un subgrafo vacío G = <V, T} que no contiene el vértice 
wEV comprende al menos un vértice de su entorno. 

Reduzcamos la formación de subgrafos vacíos en un grafo G prefijado 
a la construcción de un árbol, en el cual todo camino entre un vértice pen- 
diente (vértice v de la potencia igual a 1) y el fin de un arco que parte 
de la raíz, se compone de vértices que forman un subgrafo vacío donde 
la raíz es un vértice que no es el fin de ningún arco. 

En virtud del teorema 3.16 construyamos este árbol del modo siguiente: 

1) pongamos el grafo prefijado en correspondencia a la raíz del árbol; 

2) fijemos un vértice arbitrario w del grafo dado G = (WT) y los vérti- 
ces de su entorno Vo. Pongamos un vértice del conjunto (wo, Vo} en corres- 
pondencia biunívoca al fin de todo arco que parte de la raíz del árbol; 
__ 3) cada extremo va de arcos construidos ponderemos por el no entorno 
G(Va) del vértice va; 

4) consideremos el extremo Va del nivel construido como raíz de un ár- 
bol nuevo. 

Repetiremos los puntos 2)—4) hasta que cada extremo de arcos cons- 
truidos sea ponderado por el símbolo ©. Este símbolo significa la ausencia 
del no entorno correspondiente. Según el teorema 3.16 el camino entre el 
fin de un arco que parte de la raíz del árbol construido y un vértice pendien- 
te ponderado por el símbolo Ø consta de los vértices del grafo vacio. 

En el caso de fijar arbitrariamente un vértice cuando se construye un 
nivel del árbol no se puede establecer la correspondencia biunivoca entre 
los vértices pendientes y subgrafos vacios, puesto que los últimos pueden 
repetirse, es decir, un mismo subgrafo vacío puede ponderar varios vértices 
pendientes. Para evitar la repetición de subgrafos vacíos, introduzcamos 
la ley de absorción de subárboles. 


Ley de absorción. Si en el k-ésimo nivel de un árbol los vértices v y 
y son no adyacentes y un subárbol de la raíz v está construido y si en 
un subárbol de la raiz v; aparece un arco con el vértice-v,, la rama corres- 
pondiente no se construye. 

La ley es válida, ya que el subárbol de la raíz v no contiene el vértice 
Va del entorno del vértice v, v.EG(v), y, en virtud del teorema 3.16, se 
contiene en un subgrafo vacío del subárbol ya construido de la raíz v. 


y 
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Fig.3.11 


Ejemplo 3.7. Hallar la-distribución de subgrafos vacios en el grafo G representado en 
la parte superior de la fig. 3.11. 

Pongamos el grafo prefijado G en correspondencia a la raíz del árbol que se construye. 
Fijemos el vértice w». Su entorno consta de cuatro vértices |ui, Vn, Ya, vs}, por eso de la 
primera raíz trazamos cinco arcos. Añadimos a los extremos de los arcos uno de los vértices 
y pondetamos los arcos por el no entorno de estos vértices (fig. 3.11). El no entorno G(oi) 
contiene solamente el vértice vs, por eso en el tercer nivel obtenemos el vértice pendiente 
us. El vértice v tiene un no entorno con el portador (vs, tu, vs}. Fijamos el vértice w, Su 
no entorno V, = (2), por esta razón en el tercer nivel obtenemos el vértice pendiente va. For- 
mamos dos más arcos de la segunda raíz vı: con el vértice vy y el no entorno compuesto 
de vs y con el vértice ws y el no entorno vy. Según la ley de absorción, uno de los subárboles 
se absorbe, En la figura, la cruz significa que la rama no sigue construyéndose y no se tiene 
en cuenta cuando se calculan subgrafos vacíos. En el cuarto nivel obtenemos el vértice pendien- 
te us. Para un vértice del segundo nivel tenemos el no entorno compuesto del vértice v y 
el proceso se termina por el vértice vs en el tercer nivel. 

El vértice uu del segundo nivel con su no entorno se trunca según la ley de absorción, 
Para el vértice vy con el no entorno Ys = [v,, vs, us) construyamos el tercer nivel. Obtenemos 
tres ralces: ve, ui(vs), vs(ui). Todos ellos se truncan según la ley de absorción y no se tienen 
en cuenta cuando se calculan subgrafos vacios. 

De tal modo, tenemos los subgrafos vacios: 


Er = (2,5), Es = (1,41, Er = 11,3, 5) y & = 13, 6). 


Establezcamos las propiedades de un grafg que determinan el carácter 
ramificado del árbol que sintetizamos. En el ejemplo examinado, cuando 
se construía el siguiente nivel, en cada raíz se fijó un vértice de la potencia 
maximal. Para eliminar la repetición cinco veces de subgrafos vacíos en 
el árbol fue utilizada la ley de absorción. En el primer paso de la construc- 
ción del árbol fijemos un vértice no de la potencia maximal, sino el de 
la minimal: el vértice ùr, s(v1)<s(v3). Al construir el árbol después de fijar 
el vértice v (fig. 3.12, a) vemos que es más simple que el anterior; en su 
construcción la ley de absorción se utilizaba sólo una vez. Si en la construc- 
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KO) o 
La (01) gpa] ahy En f25) erpa 
a ” O° 
o g Eira} » 
Fig. 3.12 


ción del siguiente nivel en cada raíz fijamos el vértice de la potencia mini- 
mal (fig. 3.12, b), en el ejemplo considerado el número de vértices pendien- 
tes coincide con el número de subgrafos vacíos, incluso sin emplear la ley 
de absorción. Expongamos un algoritmo de engendrar todos los subgrafos 
vacíos, en el cual para reducir la densidad del trabajo, fijaremos cada vez 
el vértice de la potencia minimal. 

1. Ponemos un grafo prefijado G en correspondencia a la raíz del árbol 
a sintetizar. 

2. En el grafo, fijamos el vértice vo de la potencia minimal, poniéndola 
en correspondencia al extremo del arco que parte de la raíz. Construimos 
| Fw | de arcos que parten de la raíz y el extremo de cada uno de ellos 
ponemos en correspondencia biunívoca a un vértice del entorno G(vo). 

3. Cada extremo va de los arcos construidos lo ponderamos por el no 
entorno G(Wa) del vértice Va del grafo puesto en correspondencia a la raíz 
examinada. 

4, Analizamos el extremo va del nivel construido como la raíz de un 
árbol nuevo. 

5. Consideramos, si el vértice v, es ponderado por el símbolo Ø. Si 
«no», pasamos al punto 2, si «sí», al punto 6. 

6. Los caminos entre los extremos de los arcos que parten de la raíz 
del árbol sintetizado y los arcos pendientes determinan unívocamente los 
subgrafos vacios del grafo prefijado. 

A base de este algoritmo, se puede determinar el número de estabilidad 
interior £o(G) del grafo G = < V, F} como potencia maximal de un subgrafo 
vacío &(G) = máx | Æ; | y el número del cubrimiento vértice ro(G) como 


diferencia | V| — (G) (en virtud del teorema 3.13). 


TRID FAEG la] 


GA G=à234) 


nh 


=(24,.8) Fa=[4,5,0) 
e) Fig. 3.13 


$3.5. Estabilidad, cubrimientos y combinaciones en pares 135 


Para el ejemplo examinado &(G) = 3, Emu = (1, 3, 5); 7o(G) = 3, 
162,4, 6) | =3. 

En el grafo, muchas veces se necesita determinar no el número maximal 
de los vértices, entre los cuales faltan conexiones, sino, al contrario, el nú- 
mero maximal de los vértices adyacentes de dos en dos. Se denomina densi- 
dad p(G) de un grafo G = (Y, T} la potencia maximal del portador de 
un subgrafo completo Fax CG: 


PG) = máx p(F). 


El algoritmo para engendrar subgrafos vacíos, aducido anteriormente, 
y la ley de absorción pueden utilizarse con éxito, después de hacer corres- 
pondientes cambios para determinar la densidad p(G) del grafo G. 

Expongamos un algoritmo para engendrar subgrafos completos. 

1. Ponemos un grafo prefijado en correspondencia a la raíz del árbol 
que sintetizamos. 

2. En el grafo fijamos el vértice w con la potencia maximal, poniéndola 
en correspondencia al extremo de un arco que parte de la raíz. Construimos 
|Fto| arcos que parten de la raíz (| 'w| es la potencia del portador 
del no entorno del vértice vo). El extremo de cada uno de estos arcos se 
pone en correspondencia biunívoca a un vértice del no entorno G(v). 

3. Cada extremo va de los arcos construidos se pondera por el entorno 
G(ta) del vértice va del grafo puesto en correspondencia a la raíz que 
analizamos. 

4. Consideramos el fin Va del nivel construido como la raíz de un árbol 
nuevo. 

5. Establecemos, si el vértice Va es ponderado por el simbolo Ø. Si 
«no», pasamos al punto 2, si «sí», al punto 6. 

6. Los caminos entre los extremos de los arcos que parten de la raíz 
del árbol sintetizado y los arcos pendientes determinan univocamente los 
subgrafos completos del grafo prefijado. 

La ley de absorción. Si en el k-ésimo nivel de un árbol los vértices vi 
y yy son adyacentes, el subárbol de la raíz v, está construido y si en el subár- 
bol de la raíz w aparece un arco con el vértice v, la rama Correspondiente 
no se construye. 

Ejemplo 3.8. Hallemos la distribución de subgrafos completos en el grafo G representado 
en la mitad superior de la fig. 3.13. Al fijar, en el punto 2, un vértice de la potencia maximal 
en cada nivel sintetizado (Mg. 3.13, a), no se repitieron los subgrafos completos en el árbol 
Si en el punto 2 fijamos un vértice de la potencia no maximal, tenemos la repetición de los 
subgrafos completos. Cuando fijamos el vértice v», de la potencia minimal vs s(v3) = 1, en 
la construcción del segundo nivel tenemos la repetición del subgrafo completo Fs = (1, 2, 
6) (fig. 3.13, b); en la construcción de cada nivel, el número de repeticiones aumenta todavía 
más: Fi = (2, 3, 4), Fa = 14,5, 6), Fa = 14, 5, 6) (fig. 3.13, c). La densidad del grafo 
considerado G es igual a 3. 
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Fig. 3.14 


Ejemplo 3.9. Hallar el flujo maximal a través de la red G (fig. 3.14, a), si la capacidad 
de los arcos es, respectivamente, igual a: a = (vs, 02) — 5, b = (Vn, ta) — 2, € = (Vi, 03) = 4, 
d= (0, t) = 3, e = (0, 03) = 2, K = (vs, 06) — 4, m = (0, 00) — 3, n = (oas 00) = 7, 
ve, vs) = 2. 

Para determinar el flujo maximal a través de una red prefijada construimos el grafo de 
alcance Gs = ( Va, U), cada vértice del cual corresponde bivnívocamente a un arco del grafo 
prefijado O y dos vértices se unen por una arista si, y sólo si, sus arcos correspondientes 
se incluyen en el camino en el grafo de partida G (fig, 3.15, a). Entonces un subgrafo vacio 
del grafo de alcance determina biunivocamente un corte de la red de partida, La suma minimal 
de las capacidades de los arcos incluidos en el corte es igual, en virtud del teorema 3.10, 
al flujo maximal buscado. Empleando el algoritmo para engendrar todos los subgrafos vacíos 
los formamos en el grafo de alcance (fig. 3.15, b) y calculamos la capacidad del corte, Tenemos: 


El-=1mpb.ed1-7+2+24+24+326,Er = (,p,b,c1-7+24+24+4=15, 
E= |n, p, m, e}-7+2+34+2= 14, & = {n k, b,d)-7+4+24+3=16, 
Esm |n, k, m) -7+ 4+3 = 14, Es = (a, b, d, e} -5424+342 a 12, 
E= (a, b c| -5+2+4 = 1l, & = la, m, e) ~ 5+3 +2 = 10. 


El corte (a, m, e} con la capacidad minimal igual a 10 determina el flujo maximal 
Bmix = 10 a través de la red G. 
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Se denomina matriz modificada de adyacencia S la disyunción de la 
matriz de adyacencia S y la matriz diagonal unitaria (1, J, ... 7}: 


$a SiL, LL... 1. 


La determinación del número de estabilidad exterior se reduce a la cons- 
trucción de la matriz modificada de adyacencia y a la formación del cubri- 
miento con el número minimal de elementos. 

Ejemplo 3.10. Determinemos el número vértice de la estabilidad exterior B(G) de un 
grafo G (fig. 3.16), cuya matriz S(G) tiene siguiente form; 


boedes 


SG) = 


Too=o=a 


1 
1 
o 
1 
1 
1 


Ao: 
Di 
AAA, 
==0-00 

rasos 


Cubrimos filas por columnas o columnas por filas de la matriz de adyacencia que es 
equivalente en virtud de su simetría con respecto a su diagonal principal. Empleando el algo- 
ritmo de Petrick obtenemos 

(Arc )ibrcrdrMarbrcrdretorcrdr creer Ax 

x(aorbrdrer)=(c+f+0Xa+ordre+Mbrcrd+s m 

= (c + f + aeb + d + ac + cf + af + ce + af) = be + cd + ac + cf ce + 

+ bf + df + af + ef + abe + ade. 

Cada término multiplicativo de la expresión obtenida determina un conjunto exteriormen- 
te estable de vértices; la potencia minimal de este conjunto es igual al número vértice de la 
estabilidad exterior Bo(G), Bo(G) = 2. 

En el caso de un grafo orientado, excepto el número de vértice de la 
estabilidad exterior B0(G) del grafo G se distinguen los números vértice de 
la estabilidad exterior positivo $4 (G) y negativo Ba (G). 

Se denomina número vértice positivo de la estabilidad exterior Bë (G) 
de un grafo G = <V, TP) la potencia minimal de un conjunto de vértices 
V* = {v ) tal que 


(or JU(T or) = Y 815) 


Fig- 3.16 
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y eliminando al menos un vértice de V* la relación (3.15) no se cumple, 
Este número determina el número minimal de vértices, desde los cuales 
se puede «observar» (son alcanzables a un paso) todos los vértices del grafo, 
Se denomina número vértice negativo de la estabilidad exterior B5 (G) 
de un grafo G = (V, T) la potencia minimal de un conjunto de vértices 
V- = fur ) tal que 
Por jurar] Y, (3.16) 


y eliminando al menos un vértice del conjunto Y”, la relación (3.16) no 
se cumple. Este número -es igual al número minimal de vértices que «se 
observan» desde todos los vértices del grafo. 

Es obvio que el número $6 (G) se calcula como potencia minimal del 
cubrimiento de columnas por filas en la matriz de adyacencia $(G) del 
grafo G. 


Ejemplo 3.11. Calculemos los números $3 (G) y85 (G) del grafo G (fig. 3.17), cuya matriz 
de adyacencia tiene forma 


e E MASSA 
1 0 1 0 0 0lo 
o 1 1 o 0 1 fo 
¿o o 13 rofe 
so=lo 1 0 10 la 
0.0.0.0 1 ije 
1 0.0 0 0 1lf 


Según la definición del conjunto exteriormente estable, en el cual los vértices pertenecien- 
tes a este conjunto «se observan» por ellos mismos, los elementos diagonales su de la matriz 
de adyacencia S(G) tienen el valor 1 aunque en el grafo G no hay lazos. Cubriendo columnas 
por filas de la matriz modificada de adyacencia por medio del algoritmo de Petrick 

(a + Mb + dia + b+ oic + dic + eb dre f= 
(a + Xc + ediMb + ad + de) = (a + fcb + de + ebd + aed) = 
= abc + ade + ade + bof + cdf + bedf, 
obtenemos Bë (G) = 3. 

Cubriendo filas por columnas de la matriz S(G) 


la + cb + c+ Me + d+ elb + dF Me + fa + f)= 
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= (e + ab + ae + of + df + ab + ad) = (cf + af + ab + acdle + cf + df) = 
= cf + aef + abe + acde + adf, 


obtenemos fo (G) = 2. En estas expresiones, todo término multiplicativo determina corres- 
pondiente conjunto exteriormente estable. 


El número arista de la independencia e,(G), el número del cubrimiento 
arista mı(G) y el número arista de la estabilidad exterior $1(G) de un grafo 
G = (WT) se determina de manera análoga, sólo en vez de la matriz modi- 
ficada de adyacencia de los vértices en calidad de información de partida, 
se toma la matriz modificada de adyacencia de aristas S,(G) del grafo G: 


SAG) = SOU, Lo... 1, 


donde Sa(G) es la matriz de adyacencia de aristas, (1, /,..., 1) esla matriz 
diagonal unitaria. 


Ejemplo 3.12. Hallemos ex(G), 11(G) y BUG) del grafo G = <V, T) representado en 
la mitad superior de la fig. 3,18. 

Para determinar el número arista de la independencia e1(G) del grafo G wtilizamos el 
algoritmo para engendrar subgrafos vacíos. Ponemos el grafo prefijado en correspondencia 
a la raíz del árbol y determinamos la arista adyacente al número minimal de aristas, Esta 
es la k, adyacente a tres aristas: f, p, m. Pongamos los extremos de arcos que parten 
de la raíz del árbol en correspondencia a las aristas k, f, p y m y ponderamos cada vértice 
del nivel construido por un subgrafo parcial, toda arista del cual y la arista correspondiente 
a este vértice (fig. 3.18) no son adyacentes. En otras palabras, al fijar una arista del grafo 
dado, ponemos en correspondencia a ella y a su entorno los vértices de un nivel del árbol, 
cada uno de los cuales se pondera por el no entorno de la arista correspondiente, Repetimos 
esta descomposición del grafo hasta obtener no entornos iguales a Ø y engendramos así todos 
Jos conjuntos independientes en cuanto a aristas (fig. 3.19) 
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EN En Es Eh ES Es Es Es Ey Ey Ey Eq Ey la En 
Fig. 3.19 


Ei = (b, k, n), Ex = 1d k, n), E = {6 k, n), E = 10,6 K), 

Es = {a, e, k), Es = (d, e k), E = 1b, f. pì, = id, f, p), 

E = (c, f, p), Ew = (d, e f), Eu = le, S, m), 

Ea = (b f, m), En = (a, c pl, la, e m), 

Es = lb, m, n). 

Por consiguiente, el número arista de la independencia e(G) es l a 3 y, debido a 
(3.14), el número del cubrimiento arista r(G) = 7 — 3 = 4(| (b, m, n, k) | = 4). Cubriendo 
filas por columnas de la matriz modificada de adyacencia de aristas del grafo prefijado G 


boe k 


a d e Smon p 

1 1 0100 1 0 1 Oja 
1.111.110. 0.0 0 0lo 
E E O E 
111.1. 0.0.0 1 0 0la 
s=9 110100 0o i fe 
Fo o o 0.0 1.1 1.0 1% 
1 0000: i0 1i off 
0.0.1 1.0 1.0 1 04m 
1.0.0.0. 1.0.1.0 1 Ofn 
0.0.0. 0 1 1. a E a 

obtenemos que el número arista de la estabilidad exterior $:(G) del grafo G es igual a 3 ( | (b, 


m, nì} =3). 
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Examinemos propiedades topológicas de los grafos. La topología examina 
las propiedades de los grafos que son invariantes respecto a las transforma- 
ciones homeomorfas. Estas propiedades se determinan por invariantes 
topológicas. 
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Dos grafos son homeomorfos, si son isomorfos con exactitud de hasta 
vértices de la potencia dos. En otras palabras, dos grafos son homeomorfos, 
si se transforman hasta los grafos isomorfos uno a otro, cambiando unas 
aristas por cadenas de longitud correspondiente. 

El género de una superficie es el número máximo de curvas cerradas 
simples sobre una superficie. Estas curvas no dividen la mencionada super- 
ficie, La esfera y el plano son las superficies de género nulo, ya que se 
dividen por cualquier curva cerrada. El toro es una superficie de primer 
género. Toda superficie de p-ésimo género es equivalente a una esfera con 
p mangos. 

El género de un grafo y(G) es un género minimal entre todas las superfi- 
cies, sobre las cuales se puede representar el grafo G de tal modo que sus 
aristas se intersequen solamente en vértices. Un grafo es planar, si se repre- 
senta en el plano de tal modo que sus aristas se intersequen solamente en 
vértices. El problema de caracterización de grafos planares quedaba irreso- 
luble mucho tiempo. En 1927 L.S. Pontriaguin demostró (pero no publicó) 
el criterio del carácter planar que, independientemente de él, fue descubier- 
to y publicado por el matemático polaco Kuratowski en 1930. 

Teorema 3.17 (teorema de L.S.Pontriaguin). Un grafo es planar si, y 
sólo si, no contiene un subgrafo homeomorfo a Fs o Ka, (fig. 3.20, a, b). 

A base del criterio de Pontriaguin se puede obtener otro criterio del 
carácter planar, si se introduce el concepto de junta elemental que consiste 
en lo siguiente. Cuando se junta cualquier arista del grafo, ésta se elimina 
y los dos vértices a y b (fig. 3.21) coincidentes a ésta se identifican; el vértice 
obtenido es coincidente a las mismas aristas que a y b (excepto la arista 
eliminada). 

Teorema 3.18. Un grafo es planar si, y sólo si, no contiene los subgrafos 
que se juntan en Fs O K3,3. 

En 1932 el norteamericano Whitney introdujo otro criterio del carácter 
planar, empleando el concepto del grafo dual, El grafo G* es abstractamen- 
te dual a G, si entre las aristas de los grafos G y G* existe una corresponden- 
cia biunívoca; a un subconjunto de aristas de G que forman un ciclo en 
G le corresponde un subconjunto de aristas de G* que forman un corte 
en Gt. 

Si G contiene un vértice pendiente v, s(v) = 1, en G* se obtiene un 
lazo. En la fig. 3.22 se representan los grafos G y G* con tal que el grafo 
G está punteado. 

Teorema 3.19 (teorema de Whitney). Un grafo es planar si, y sólo si, 
existe un grafo abstractamente dual a él. 

Analicemos un problema que surge cuando se proyecta un circuito 
impreso. En la fabricación de aparatos electrónicos, los conductores de co- 
nexión se ponen sobre la superficie plana de material aislante por un proce- 
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b) Fig. 3.20 


dimiento impreso. Los conductores impresos no son aislados, por eso no 
deben intersecarse. Sin embargo, puede ser que en la disposición de apara- 
tos en una placa es imposible evitar la intersección; por esta razón para 
proyectar correctamente un circuito impreso, hay que saber, si es planar 
el grafo, en el cual los dispositivos interpretan el papel de vértices y las 
conexiones entre los dispositivos sirven de aristas. Si el grafo no es planar, 
se tiene que imprimir en varios planos y es necesario conocer o bien el 
número de cruzamientos del grafo (el número mínimo posible de intersec- 
ciones en la representación del grafo en el plano), o bien su espesor. Se 
denomina espesor del grafo G el número mínimo de grafos planares, cuya 
unión da G. El espesor del grafo planar es igual a 1. La estimación inferior 
del espesor 1(G) del grafo G = (MU) se determina por la igualdad 


xy xs x xs 6yo 
Fig. 3.21 Fig. 3.22 
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Fig. 3.23 


z s-2 
4G6)>1 + él (3.17) 


donde ][ es la parte entera, | V| = n, s es la potencia del ¡-ésimo vértice. 

Examinemos el grafo representado en la fig. 3.23, a. Determinemos, 
si se puede realizar la impresión en una capa; en caso contrario aclaremos 
cuántas capas necesitamos y qué aristas debemos eliminar para que el grafo 
se haga plano. 

Debido al criterio de Pontriagiun este grafo no es planar, puesto que 
contiene subgrafos homeomorfos a Fs (fig. 3.24, a) y Ks, (fig. 3.24, b). 
El espesor del grafo G no es menos de dos: 

32-2 

4G)>1 + 135 

Para determinar qué aristas necesitamos eliminar para transformar el 
grafo en grafo planar, escogemos todas las figuras prohibidas y formemos 
una tabla bidimensional, cada fila de la cual corresponde biunívocamente 


[ = 2, 1(G)>2. 
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a una figura prohibida Q; y cada columna, a una arista py. Entonces el 
cubrimiento de filas por columnas de esta tabla determinará qué aristas 
necesitamos eliminar para hacer el grafo planar. El cubrimiento minimal 
corresponderá a una resolución minimal, puesto que eliminando cualquier 
arista sacamos la figura prohibida de la clase de subgrafos homeomorfos 
a Fs y K3. 

Para el grafo considerado, esta tabia tiene forma (tabla 3.1): 


Tabla 34 


a e 
rajas [ealos lea junlralealoslorjoa js less. 
a daa tabla 
[eb 

El cubrimiento minimal contiene una de las aristas (2, 3), (2, 4), (3, 
6), (3, 7), 14, 63, (4, 5) ó [5, 7]. Por ejemplo, después de eliminar la 
arista (3, 6) obtenemos el grafo planar, cuya representación plana se ve 
en la fig. 3.23, b. La conexión correspondiente a la arista eliminada (línea 
punteada) se realiza en el segundo plano. El espesor £(G) del grafo G 
equivale a 2, 

Tiene gran interés práctico el problema de encaje de grafos en otros 
grafos que tienen propiedades estructurales especiales. Una clase importan- 
te de estos grafos es la clase de cubos n-dimensionales. Estos últimos se 
aplican en la teoría de codificación para trasmitir los datos y para proyectar 
autómatas. Designemos un cubo n-dimensional por medio de H». La poten- 
ara su portador es igual a 2", la potencia de su signatura equivale a 

Introduzcamos una métrica sobre un grafo Hn del modo siguiente. Sea 
que una función no negativa de dos variables d(a, b) determina la distancia 
entre dos vértices a, b€H,,, igual al número de aristas en la cadena simple 
más corta que une a y b. Con esto se cumplen las siguientes condiciones: 

1. día, a") = 0 si, y sólo si, los vértices a y a” coinciden. 

2. día, b) = díb, a). 

3. Para cualesquiera tres a, b, c € Ha día, b)+ d(b, c)>d(a, c). 

Por consiguiente, el conjunto de vértices de un n-cubo junto a la métrica 
introducida de este modo es un espacio métrico que se denominará espacio 
booleano. Si una métrica introducida en un conjunto dado, ella está intro- 
ducida también en cualquier de sus subconjuntos como una restricción de 
la función d. Por esta razón cualesquier subgrafo de n-cubo también es 
el espacio métrico. 

Analicemos el problema del encaje del grafo G en un espacio booleano 
H,. Un grafo G = (V, U) se denomina encajable en el espacio booleano 
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Fig. 3.25 


Ha, = (Vn, Un) o cubicable, si existe una correspondencia y entre los vérti- 
ces del grafo G y los del hipercubo Hn, tal que si (va, Us)€U, entonces 
(p(Ua), p(va))€ Un. No se debe confundir el grafo cubicable con el cúbico, 
es decir el grafo, cada vértice del cual tiene la potencia igual a 3. 

Ya que el n-cubo es el grafo de dos partes, en virtud del teorema de 
Kónig, todos sus ciclos simples son pares y por eso cualquier grafo con 
un subgrafo que es ciclo impar no se cubica. Puesto que el n-cubo es iso- 
morfo a un retículo distributivo el grafo de König K2,, (fig. 3.25) es, tam- 
bién el grafo no cubicable. Pero cualesquier grafo parcial del ciclo impar 
y el grafo K2,3 son encajables en un espacio booleano. Por consiguiente, 
los ciclos de la longitud impar y el grafo de König Kz, son las figuras 
prohibidas del encaje del grafo en un espacio booleano. En este caso, una 
figura prohibida significa un grafo críticamente no encajable, es decir, un 
grafo no cubicable que tiene todos los grafos parciales cubicables. Examine- 
mos procedimientos para engendrar figuras prohibidas en la base de las 
conocidas. 

Teorema 3.20 (teorema de Graham). En la cara de una figura prohibida 
el cambio de una arista y por un grafo de König Kı., sin esta arista Q, 
o sea, K2,3 Q, engendra nueva figura prohibida T(O) (fig. 3.26). 

En la fig. 3.27 se muestra la generación de figuras prohibidas del encaje 
de grafos en un espacio booleano empleando el procedimiento de Graham 
(teorema 3.20). 

La caracterización de los grafos cubicables es bastante complicada debi- 
do a las dificultades que surgen en el análisis de estas estructuras combina- 
torias. Para determinar las razones que impiden a un grafo de ser cubicable, 


10—6577 
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Mas Tr (Mas) TUT Kas)) Fig. 3.27 


hay que encontrar sus propiedades estructurales enunciando, por ejemplo, 
las condiciones que describen la interrelación entre sus parámetros que por- 
tan la información de estas razones. g 

Analicemos unas propiedades de un n-cubo que influyen en la estructu- 
ra de figuras prohibidas. La longitud maximal de la cadena que une dos 
vértices Va, ys del n-cubo es igual a 2” — 1. Esta cadena la representa el 
esqueleto del grafo Hn. La distancia d(x, y) entre dos vértices x, y€H, es 
igual a į ¡=1,2,..., n. El diámetro del n-cubo es igual a n. Dos vértices 
x e y del n-cubo alejados uno del otro a la distancia equivalente al diámetro 
se unen entre sí ¡con n! cadenas. 

Teorema 3.21. Si fijamos cualquier vértice de un n-cubo x€Hn, el con- 
Junto de todos los otros vértices se parte en n subconjuntos V¡€H, tales 
que todo vértice del i-ésimo subconjunto, v&V, tiene una distancia hasta 
el vértice fijado igual a d(x, vi) = i y, en el i-ésimo subconjunto, el número 
de tales vértices es igual a (7) para todos los i. 

OPongamos un vector binario de la longitud n en correspondencia a 
cada vértice del m-cubo. Puesto que el n-cubo es un grafo regular, todo 
vértice del cual tiene la potencia igual a n, tomemos, sin perder la generali- 
dad, el vértice 0, 0, . . ., O en calidad del vértice fijado. Partiendo el conjun- 
to de vértices del n-cubo en subconjuntos de vértices, a los cuales correspon- 
den vectores de número igual de unidades, señalemos que entre todo vértice 
del ¡-ésimo subconjunto, al cual corresponde un vector con į unidades, y 
el vértice considerado media una distancia igual a j. El número de tales 
vértices equivale a (7). W 

Teorema 3.22. En un n-cubo, el número de cadenas simples de longitud 
k, k<n, entre vértices va, vs, la distancia entre los cuales d(Va, vg) = k, 
y que no tienen otros vértices comunes, excepto los Va y us, es igual a k. 

Ofodas las K! de las cadenas de longitud k entre los vértices Ya y vg, 
d(Va, Us) = k, forman un k-cubo. En este cubo, la potencia minimal del 


$ 3.6. Encaje de los grafos 147 


conjunto de vértices separadores es igual a k (vértices adyacentes a Ya O 
va). De aquí, en virtud del teorema 3.9, el número de cadenas simples no 
intersecantes por vértices entre los vértices va y vs es igual a k. Mi 

El resultado obtenido es importante cuando se estudian grafos prohibi- 
dos. Notemos que el número de las cadenas simples más cortas (geodésicas) 
entre dos vértices œ y 8 de un hipercubo es igual a la distancia entre estos 
dos vértices. El número de cadenas simples no intersecantes entre los vérti- 
ces de un n-cubo para las cuales según Hamming, la distancia entre ellas 
es menos que sus longitudes, depende de la dimensión del n-cubo. En la 
fig. 3.28(a) se dan las tres cadenas más cortas que unen los vértices 000 
y 111 en un cubo tridimensional. En la fig. 3.28(b, c d) se ilustra el creci- 
miento del número de cadenas de la longitud 3 en los cubos de la dimensión 
4, 5, 6, respectivamente. 

Teorema 3.23. El grafo G = (V, U) que incluye en sí k cadenas simples 
no intersecantes por vértices de longitud k entre los vértices a, BEV, dola, 
B) = k, esencajable en un n-cubo Hn con la particularidad de que la distan- 
cia, según Hamming, entre los vértices œ y B queda constante, es decir, 
dla, B) = dola, 8) = k, si, y sólo si, cualesquiera dos vértices adyacentes 
del grafo G a, b,€V forman parte de un ciclo de la longitud 4 (a, b}€{ (a, 
b}, {b, c), (c, d), {d, aj) (fig. 3.29), tal que si dla, a) = máxdi(o, i) = 


4, b, c, d, entonces 
dla, b) = dria, d) = t — 1, dula, c) = t- 2. 
Teorema 3.24. En un grafo crítico Q = (V, U) existen dos vértices a, 


me 
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Fig. 3.29 


hlg 


B, la distancia entre los cuales es igual al diámetro día, 8) = d(O) y el 
número k de caminos simples es la unidad mayor que k = d(Q) + 1. 

Enunciaremos varios teoremas que permiten generar los grafos prohibi- 
dos del encaje en un n-cubo. 

Teorema 3.25. Si G es un grafo crítico, el grafo T:(G) es también crítico 
si, y sólo si, la potencia de un vértice a es mayor que la potencia de un 
vértice b, es decir, s(a)>s(b) (fig. 3.30) y la transformación no lleva a for- 
mar un subgrafo crítico (es decir, G no contiene 4 cadenas simples no inter- 
secantes por vértices de longitud 3 entre los vértices a, b y un subgrafo 
H del grafo T¿(G) no se compone de dos cadenas simples no intersecantes 
por vértices de longitud 3). 

Teorema 3.26. La sustitución de cualquier arista (a, b)eG de un grafo 
crítico G por k cadenas simples no intersecantes por vértices de longitud 
3 lleva a formar el grafo crítico T(G) si, y sólo si, k satisface una de las 
condiciones siguientes: 

1) k = 1, si la arista eliminada es la arista común de dos ciclos de longi- 
tud 4; 

2) k = 2, si s(a) = 3, s(b) = 2 y los vértices a, b pertenecen a un ciclo 
de longitud 4; 

3) k= m +2 — s(a) si s(a)>s(b) y m = d(G”) donde d(G”) es el 
diámetro del grafo G” obtenido del grafo G cambiando la arista eliminada 
por una cadena de longitud 3; 


Fig. 3.30 
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Fig. 3.31 A 1516) 


e 
Fig, 3.32 tly 


4) k = 4, si la arista eliminada es incidente a los vértices de la potencia 
2: s(a) = s(b) = 2. 

Teorema 3.27. El grafo Ta(G) (Ti(G)) (fig. 3.31) es crítico si, y sólo si, 
el grafo G es también crítico. 

Teorema 3.28. El grafo Ts(G) es crítico si, y sólo si, el grafo G es crítico 
(fig. 3.32). 

“Teorema 3.29. Si G es el grafo crítico, Te(G) es también crítico si, y 
sólo si, un subgrafo H contiene punto de acoplamiento y el número de 
cadenas añadidas se determina partiendo de la condición 


k=d(G”) + 1- s(a), 
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Fig. 3.33 


donde a, b&H para s(a)<s(b) y el grafo G’ se obtiene del grafo G al cam- 
biar una cadena de longitud 2 entre los vértices a, b por una cadena de 
longitud 4 (fig. 3.33, a). 

En la fig. 3.33, b se pone un ejemplo de tal transform: 
por el teorema dado para un subgrafo H donde s(a) = s(b) 
dAG')=4yk=4+1-2= 

Un conjunto de grafos prohibidos del encaje en un n-cubo es numerable, 
En la fig. 3.34 se ofrece el catálogo de los grafos críticos con la potencia 
del portador variada de 8 a 17 que frecuentemente se encuentran en la 
práctica. 

Entre ellos existen tanto los grafos obtenidos por medio de las transfor- 
maciones dadas Ti, i= 1, 2, ..., 6, como los grafos sin precedentes. 

Cuando se generan las figuras prohibidas es indispensable verificar el 
isomorfismo de los grafos obtenidos. Examinemos un algoritmo para €s- 
tablecer el isomorfismo entre dos grafos Ga, Gp basado en la descomposi- 
ción en frecuencia de modelos Y.(G,) y Yo(G») construidos según estos 
grafos. 

1. Empleando el algoritmo dado anteriormente escogemos los subgrafos 
completos en los grafos Gs y G». Los subgrafos escogidos forman palabras 
en los modelos correspondientes ¥a(Ga) y Ys(G»). r 


n prefijado 
el diámetro 
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Fig. 3.34, Terminación 


Fig. 3.35 


2. Hallamos descomposiciones en frecuencia de los modelos Ya(Ga) y 
Yo(G»). Determinemos la igualdad de los coeficientes en las descomposi- 
ciones. Si las descomposiciones en frecuencia son iguales, los grafos Ga 
y Go son isomorfos. 

De la igualdad de las composiciones determinamos trivialmente el iso- 
morfismo. Si las descomposiciones en frecuencia no son iguales, los grafos 
Ga y Go no son isomorfos. 

Dustremos el algoritmo con el ejemplo del establecimiento del isomorfismo entre los gra- 
fos Gs y Go (fig. 3.35). 

El primer punto del algoritmo se cumple trivialmente, ya que los grafos son de dos partes 
(subgrafos completos son las aristas). De aquí se deduce que los modelos Y. y Y» coinciden 
respectivamente con los grafos Ge y Gs: 

Ve = (Ver S2), Va = fa, B, n El, 

S= fta, 8), la 8), la, £l. 18,2), fv, ah iv El 

la, el, le, 5), le, »l, (9, ah, to, £)); 
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do = (Va, Si), Vo= (a, 5... m), 

Si= fa, b}, ta, c), ta, dì, (a, e), Ib, f), la gh, 

dd, g}, te, k), {f m), 1g, ml, (k mi}. 

Las descomposiciones en frecuencia de los modelos Ya y de tienen siguiente forma: 

F(Ya) = 307+28*2y* +24? -4e*=28*+27*.29*-38+ 

vaßradratoBeryueykrperebrerernent, 

Fo) = 4ad20%202.2d*-2e*+2f*+38* 2k 3m*=abrace 

sad=ae=bf=cg»dg»ek:fm«gmokm. 

Las descomposiciones en frecuencia son iguales a: F(Ya) = F(yo). Los grafos Ga y Go 
son isomorfos. Para determinar el isomorfismo establecemos la correspondencia biunívoca 
entre las letras con espectros iguales de frecuencias: 

ta, u=b(e), Brcld), reeld), bwdlo), 

Ye), amg, nokib), Em. 

Para determinar el isomorfismo de los grafos orientados, al algoritmo 
expuesto se le adiciona el tercer punto. Si los grafos Gs y G» son isomorfos 
sin tener en cuenta la orientación, examinando los pares correspondientes 
de vértices determinamos la conservación del isomorfismo contando con 
la orientación. 

Otro algoritmo para determinar el isomorfismo de los grafos consiste 
en una partición consecuente de las clases de vértices del grafo, cada una 
de las cuales comprende los vértices de igual potencia; la partición se base 
en el cálculo del número de aristas que unen el vértice considerado con 
vértices de estas clases. 


Analicemos dos grafos: Ge y Gb (fig. 3.36, a, b). El portador del grafo Ga se parte, según 
los valores de las potencias de vértices, en cuatro clases: Ki = (1, 2, 6}, Ki = (4), 
Ky = 13), Ka = 15). El portador del grafo Gp también se parte en cuatro clases: X/ = |b, 
c f), Ki = le), Ki = (a), Ki = (d). El número de clases y sus potencias coinciden; por 
consiguiente, los grafos Gs y G» pueden ser isomorfos y, además, el isomorfismo n aplica, 
obviamente, los vértices 3, 4, $ en a, e, d, respectivamente: a = (3), e =n(4), d = n(5). 
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Determinemos el número de conexiones de los vértices 1, 2, 6 en el grafo Ga y los vértices 
b, c, f en el grafo Ga con vértices de las clases escogidas. Para realizarlo formemos una tabla 
bidimensional (tabla 3.2), a cada fila de la cual se le corresponde biunívocamente una clase 
escogida; a cada columna, un vértice y en la intersección (i, j) se indica el número de cone- 
xiones del j=ésimo vértice con los vértices de la ¿-ésima clase. 


Tabla 3.2 
K 1 y | Ke 
1 2 6 b e ý 
Ki 2 1 1 i 2 1 Ki 
Ka o 0 0 o 0 o Ki 
Ky 0 1 y f o 1 Ki 
Ka 1 1 1 | 1 1 1 | Ki 


Analizando la tabla notemos que la clase K, se parte en dos clases: R; = (2, 6) y 
Ks = (1); ta clase Kí también se parte en dos clases: Kí = (b, f) y K4 = [c). Sl estos grafos 
son isomorfos, c = 1(1). Para establecer los vértices correspondientes de los grafos Ga, Gb, 
formemos la tabla (tabla 3.3) de la partición obtenida de los vértices. 


Tabla 3.3 


Ka 


Ks Kg 


Las columnas iguales señalan que el vértice 2(6) puede ponerse en correspondencia tanto 
al vértice b como al f. Como resultado obtenemos dos correspondencias y y n’, ya que los 
entornos de los vértices 2 y 6 coinciden. Escogiendo una de ellas y comprobándola de isomor- 
fismo, deducimos que los grafos considerados son isomorfos (fig. 3.36, c). 


$ 3.7. Coloración de los vértices y de las aristas del grafo. 


Caracterización de la propiedad de arista 


Se denomina coloración de los vértices de un grafo G = (V, U} en k colores 
una partición del portador V del grafo G, realizando la cual todo subcon- 


junto ”(Un- Y VWa = Ø, ia b = 1, 2, . 


K) no contiene nin- 
iz 
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gún par de vértices adyacentes. A todo subconjunto se le pone en corres- 
pondencia un color con que se pintan todos los elementos de este subcon- 
junto. Los vértices pintados de un mismo color se denominarán 
concoloreados. 

Se llama número cromático h(G) del grafo G un número minimal n, 
para el cual el grafo tiene n-coloración. Un grafo con el número cromático 
n se denomina n-cromático; pero, si Á(G)<n, el grafo G se denomina 
n-colorable. 

Es obvio, que un grafo puede ser 1-cromático si, y sólo si, éste es un 
grafo vacío. 

Para los grafos 2-cromáticos es válido el siguiente teorema. 

Teorema 3.30 (teorema de König). Un grafo es 2-cromático si, y sólo 
si, no contiene ciclos de longitud impar. 

Señalemos que un teorema análogo expresa también la condición de 
dos partes. Por esta razón todos los grafos 2-cromáticos (bicolor) son de 
dos partes. Cualquier árbol, siendo un grafo de dos partes, es bicolor, Apre- 
ciamos el número cromático de un grafo por medio de sus parámetros. 

Teorema 3.31. Si la potencia maximal de los vértices de un grafo G 
es igual a S(G), el múmero cromático de este grafo no supera la magnitud 
s0)+ £ 


H(G)<5(G) + 1. (3.18) 


Para la mayoría de los grafos se puede mejorar esta estimación, 

Teorema 3,32 (teorema de Brooks). Un grafo G de la potencia s(G) es 
s-colorable, excepto dos casos: 

1) para s(G)>2, el grafo G contiene un componente que es el grafo 
completo de densidad igual a s(G) + 1; 

2) para s(G) = 2, el grafo G contiene un componente que es ciclo de 
longitud impar. 

Sin embargo, las estimaciones obtenidas empleando estos teoremas dan 
una buena aproximación solamente si las potencias de todos los vértices 
del grafo tienen valores próximos. En caso contrario la estimación puede 
tomar valor considerablemente exagerado. Por ejemplo, debido al teorema 
de Brooks, el grafo estelar Ki,n es n-colorable, mientras que, en efecto, es 
de dos partes y por eso basta emplear dos colores para su coloración. 

Teorema 3.33 (teorema de Berge, Ore, Harary). Para cualquier grafo 
G=<Y U) 


žl <o [V] -8+1 6.19) 


donde Bo es el número vértice de independencia del grafo. 
Teorema 3.34 (teorema de Gaddum, Nordhaus). La suma y el producto 
de los números cromáticos de un grafo G = (V, U}, y su complemento 
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G = (Y, U satisfacen las desigualdades 
VTPT 1SHG) + A< |V| + 1, 
Iv] anos] AA, (3.20) 


donde ][ es la parte entera. 
Teorema 3.35. El número cromático h(G) de un grafo G es: 


h(G)<h(G.)-A(Gb), donde G = G¿UG»; (3.21) 
h(G) = h(Ga) + h(Gb), donde G = Ga + Gh; GGe = Ø; (3.22) 
h(G)<min(A(Ga), A(G»)), donde G = Ga X Gh. (3.23) 


Análogamente a la coloración de los vértices de un grafo se define la 
coloración de sus aristas. 
Se denomina coloración de las aristas de un grafo G = (V, U) una par- 
tición de la signatura U del grafo: U = UU; UNU, = Ø, a 7 B, reali- 
7 


zando la cual todo subconjunto U; no contiene ningún par de aristas adya- 
centes. A cada subconjunto se le pone en correspondencia un color; con 
esto las aristas pertenecientes a un mismo subconjunto se denominan 
concoloreados. 

Un grafo G se denomina k-colorable por aristas, si se puede pintar sus 
aristas con k colores de tal modo que ningunas aristas adyacentes estén 
pintadas de un mismo color. 

Llámase clase cromática (índice cromático) de un grafo un número k 
tal que el grafo es k-colorable por aristas, pero no se puede pintar sus aristas 
en k ~ 1 colores. La clase cromática del grafo G se designa mediante H(G). 

Por ejemplo, la clase cromática para los grafos de dos partes 
Hí(Kia) = 4, H(K2,3) = 3. 

La clase cromática H(G) de un grafo G coincide con el número cromáti- 
co del grafo G' = (X”, T”) definido del modo siguiente: sus vértices X’ 
corresponden biunivocamente a las aristas del grafo G y x¿€T'x£, si las aris- 
tas correspondientes del grafo G son adyacentes. Por consiguiente, el 
problema de determinar la clase cromática se reduce al problema de deter- 
minar el número cromático. 

Al respecto de reducir la coloración de aristas de un grafo a la colora- 
ción de sus vértices examinemos una propiedad importante de los grafos, 
es decir la propiedad arista. 

Un grafo G = (V, U} posee la propiedad arista si, y sólo si, existe una 
correspondencia biunívoca, realizando la cual todo vértice v€ Y del grafo 
G corresponde a una arista 2,€U del grafo G = (Y, 0) y, además, la matriz 
de adyacencia de los vértices del grafo G es semejante a la matriz de adya- 
cencia de las aristas del grafo G. Dos matrices son semejantes, si coinciden 
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a je 
E 
Y 

a) Fig. 3.37 


con exactitud de hasta la permutación de filas (columnas). En el caso gene- 

ral, el grafo Ĝ puede ser multigrafo, es decir, un grafo de aristas paralelas. 

Teorema 3.36. Un grafo G posee la propiedad arista si, y sólo si, se 

puede descomponerlo con respecto a la operación aditiva «unión» G =| JF; 
7 


en subgrafos completos |F;}, en los cuales cada vértice no se incluye más 
de dos veces, 


Ejemplo 3.13 (fig. 3.37). Consideremos la propiedad arista del grafo 

G = (V, U), V = |a, b, c, d, e), 

U = (ía b), la, cl, fa, d}, ta, el, 10, cl, (b, d), 

tc dl, la el, Id, ell. 

Se puede descomponer el grafo G en dos subgrafos completos G = FaUFa (fig. 3.37, a): 
Fa = (Va, Ua), Va = la, b, © d), 

Ua = [ía b), la, c), (a, di, ib, cl, fb, dl, (6 dl), 

Fa = <Va, Us), Va = 10, c, d, e), 

Us = fla, c), la, dì, ta, e), [c, di, tc, el, fd, ell. 

VWs = $a, cd). 


Las condiciones del teorema 3.36 están cumplidas, el grafo G posee la propiedad arista, 
su correspondiente grafo G derivado por aristas se representa en la fig. 3.37, b. 

Si ponemos las restricciones sobre la descomposición del grafo inicial 
G (a saber: descomponiendo el grafo G en subgrafos completos no admitir 
la repetición de aristas en subgrafos completos), el grafo derivado por aris- 
tas G no contendrá aristas paralelas. 

Teorema 3.37. E! grafo G posee la propiedad arista y su correspondiente 
grafo G derivado por aristas es grafo común si, y sólo si, existe una parti- 
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Fig. 3.38 Fig. 3.39 


ción de la signatura del grafo G en subgrafos completos, en los cuales todo 
vértice no se incluye más de dos veces. 


Ejemplo 3.14. Determinemos, si el grato G = <V, U) (fig. 3.38) tiene un grafo derivado 
por aristas, Se puede descomponer el grafo G en cuatro subgrafos completos: 


G = UF, 
mi 

F = (Vi, UN, Vi = La, b, el, 

U, = (ta, b), (a, e}, (b, e)); 

Fa = (Va, U2), Va = la, c, dl, 

U = (ta, c), (a d), (o di): 

Fy = (Va, U), Va = (b, 0 kh, 

= {lb c}, 16,4), 16 Kib 

Fa = (Va, Un), Va = (d, e, Kl, 

Us = ld, el, 1d, K), le k3). 

Cada vértice vn wEV, se incorpora en subgrafos completos Fi 
(fig. 3.38, a). Las condiciones del teorema 3.37 están cumplidas, el grafo 
aristas se representa en la fig. 3.38, b. 

Al realizar la construcción de un grafo G = <V, U) derivado por 
aristas, a cada vértice € V de la potencia s(v)>1 se le pone en correspon- 
dencia un grafo completo F;C G escogido en el grafo G. Las aristas inciden- 
tes al vértice v€ corresponden biunívocamente a los vértices del grafo 
G que forman este subgrafo completo F;. El vértice w€V de la potencia 


4, dos veces 
derivado por 
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s(ui) = 1 es coincidente a la arista oy, a la cual le corresponde el vértice 
1eV incorporado una vez en los subgrafos completos escogidos. 

Empleando las propiedades de la coloración por aristas del hipercubo, 
propongamos un algoritmo óptimo para encajar un grafo G en un hipercu- 
bo. Es obvio, que la clase cromática H(H,) de un cubo n-dimensional Hy 
es igual a su dimensión n, H(H,) = n. Al mismo tiempo, las aristas conco- 
loreadas del hipercubo forman su corte. Por ejemplo, para n = 3 cada con- 
junto de aristas concoloreadas a = (f0, 4}, (1, 5}, (2, 6), (3, 71); 
b= (10, 2), 11,3), (4, 6), (5, 71); c = (10, 1}, (2, 3), (4, 5), (6, 
71) forma el corte (fig. 3.39). 

Teorema 3.38 (teorema de M.LSmirnov). Un grafo G es encajable en 
un hipercubo si, y sólo si, todo conjunto de aristas concoloreadas forma 
su corte. 

A base de este teorema, obtengamos el algoritmo para encajar el grafo 
G en un hipercubo compuesto de las siguientes transformaciones: 

1. Construyendo el árbol correspondiente, escogemos subconjuntos in- 
dependientes por aristas (subconjuntos vacíos por aristas). A las aristas de 
cada uno de estos subgrafos se les puede poner en correspondencia el mis- 
mo color, 

2. De la lista obtenida en el punto 1 escogemos subconjuntos, cada uno 
de los cuales forma corte del grafo G. 

3. Empleando subconjuntos escogidos en el punto 2 coloramos las aris- 
tas del grafo prefijado. 

4, Verificamos, si todo conjunto de aristas concoloreadas forma corte 
del grafo. Si «no», mediante la reducción minimal de la signatura o la exten- 
ción minimal del portador hacemos el grafo G equivalente al grafo prefija- 
do G (G debe satisfacer las condiciones del teorema 3.38). Si «sí», pasamos 
al punto 5. 

5. Realicemos el encaje de hecho del grafo obtenido en el punto 4 en 
el espacio booleano. Con ello, la coloración de la arista corresponde biuní- 
vocamente al orden del vector binario que identifica el vértice de un hiper- 
cubo. Al transpasar la arista (u, v} pintada del ¿ésimo color, los códigos 
binarios de los vértices v; y uy se diferencian en el ¡-ésimo orden. 

6. El fin. 


Ejemplo 3.15. Encajamos el grafo G (fig. 3.40, a) en un espacio booleano # empleando 
el algoritmo considerado. 

1. El árbol que determina la distribución de subgrafos vacios de arista contiene 20 vértices 
pendientes, cada uno de los cuales corresponde a un subgrafo vacío de arista (fig. 3.40, b). 

2. Cuatro subgrafos vacíos de arista forman cortes del grafo dado: E = (2, $, 8), 
Es = (1, 6,8), E = (4,7, 9), E = (3, 7, 10}. 

3. Coloramos las aristas del grafo dado G empleando el cubrimiento de columnas por 
filas de una tabla binaria, en la cual a una fila le corresponde biunívocamente un subgrafo 
vacío de arista obtenido en el punto 2, a una columna le corresponde una arista; en la intersec- 
ción de la ¡-ésima fila con la j-ésima columna se halla 1, si el /-ésimo subgrafo vacio de arista 
contiene la j-ésima arista y O en el caso contrario (tabla 3.4). 
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Tabla 3.4 


E o 


12, 5, 81 


t, 6,8) 1 1 | 1 
14,7, 9 | 1 1 
al 
13,7, 10) | 1 1 


Tenemos cuatro coloraciones R(G) del grafo G: 

Ri(G) = 112, 5, 8}, 11, 6), (4, 7, 9), 13, 101}, 

RAG) = (12, 5, 8), (1, 6), (4, 9). (3, 7, 101). 

RG) = [(2, 5), (1, 6, 8), (4,7, 9), (3, 101, 

RG) =-(12, 5), (1, 6, 8), 14, 9), £3, 7, 103). 

4. Comprobamos, si cada conjunto de-arístas concoloreadas forma corte del grafo. En 
cada coloración existen vértices concoloreados que no son corte del grafo dado: |1, 6), (3, 
103, 14, 9), (2, 5). Para cumplir las condiciones del teorema 3.38 es necesario eliminar del 


11—6577 
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grato cualquier elemento del conjunto 117), (8), (3, 4), (9, 10), 43, 10}, (4, 9)) eligiendo 
la correspondiente coloración de aristas del grafo G (fig. 3.41). Si la interpretación de objeto 
del problema requiere que se haga realidad esta equivalencia no por medio de reducir la signa- 
tura, sino por extender el portador, entonces las correspondientes aristas se sustituyen por 
una cadena; además, es indispensable que no se interrumpa el principio par. El problema 
de determinar la reducción minimal de la signatura o la extensión minimal del portador del 
grafo G se reduce al cubrimiento de la correspondiente tabla binaria. En el ejemplo dado 
escogemos la arista 7 y, cambiándota por una cadena de longitud 3, obtenemos el grafo home- 
omorfo Ĝ equivalente al grafo dado G y el que posee la propiedad encajable en el espacio 
booleano. Empleando la primera coloración Ri(G) coloramos las aristas [2, 5, 8), (1, 6, 
11), (4,7, 9), (3, 10, 121 del grafo O (fig. 3.42, a). 

5. Ponemos los conjuntos de aristas concoloreadas en correspondencia a los órdenes del 
vector binario: xı = {2,5,8}, x: = (1,6, 11),x3 = {4,7,9}, x = (3, 10, 12). Condificando 
los vértices del grafo G, realicemos el encaje fáctico del grafo O en el espacio booleano (fig. 
3.42, b). 

Teorema 3.39. Si G es un grafo de dos partes y su potencia es igual 
a s(G), 


H(G) = s(6). (3.24) 


Fig. 3.42 
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Teorema 3.40. La clase cromática de cualquier grafo completo sobre 
n vértices H(K,) = n, si n es impar (n # 1) y H(K») = n — 1, si n es par. 

Demos el algoritmo exacto de la coloración minimal de los vértices (las 
aristas) del grafo G, es decir, el algoritmo para determinar el número cro- 
mático A(G) (la clase cromática H(G)): 

1. Escogemos el conjunto de subgrafos vacios (vacíos de arista) del grafo 
G. 

2. Construimos una tabla bidimensional, a cada fila de la cual le pone- 
mos en correspondencia biunívoca un subgrafo vacío; a cada columna, un 
vértice (una arista): en la célula (i, j) escribimos la unidad, si el j-ésimo 
vértice (/-ésima arista) se contiene en el ¿ésimo subgrafo vacío, en caso 
contrario, la célula queda vacía. 

3. Determinamos el cubrimiento de columnas por filas. Todo cubrimien- 
to genera la coloración. El cubrimiento de potencia minimal determina el 
número cromático (la clase cromática) del grafo G. 

En el caso de un grafo grande G = (V, U}, cuyo portador es de poten- 
cial igual a varios centenares o millares, examinemos el algoritmo siguiente 
que emplea propiedades de frecuencia del grafo: 

1. Realizando | U| comparaciones determinamos un par de vértices 
adyacentes Va y vg del grafo G = (V, U), para el cual la funcional 


To, N Pos 
plf Vas vaf) Toe | + [Tus 


toma el valor maximal. La igualdad de esta funcional a cero significa que 
la arista (Va, Va} no se incluye en el triángulo. Cuanto mayor es el valor 
(3.25), tanto más denso es un subgrafo que puede comprender esta arista 

2. El par de vértices hallados se pinta y los ponemos en correspondencia 
biunívoca a las columnas de una tabla bidimensional, a las filas de la cual 
comparemos biunivocamente los vértices adyacentes, por lo menos, a un 
vértice colorado; en la célula (j, j) ponemos 1, si el ¡-ésimo y el j-ésimo 
vértices son adyacentes y 0, en caso contrario. 

3. Escogemos la fila con el número maximal de unidades. 

4. Si para la ¡-ésima fila escogida en el p. 3 existe una j-ésima columna 
en la intersección con la cual se halla 0, coloreamos el ¿-ésimo vértice en 
el j-ésimo color y encolamos los vértices pintados con el mismo j-ésimo 
color, En caso contrario coloramos el ¿ésimo vértice en un color nuevo 
aumentado en una unidad el número de columnas en la tabla. 

5. Si queda por lo menos un vértice no coloreado pasamos al punto 
3, en caso contrario, al punto 6. 

6. El fin. 

El número de colores para pintar los vértices del grafo G = (V, U} es 
igual al número de columnas en la tabla final. 


(3.25) 
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Fig. 3.43 


Ejemplo 3.16. Coloramos los vértices del grafo G = <V, U) (fig. 3.43, a) empleando 
el algoritmo examinado. 


1, Debido a (3.25), el valor maximal de la funcional (( vs, vs) es igual a 0,25 cuando 
consideramos los vértices 1 y 4. 


máx p(t, 09) = 0,25 cuando va = 1 y w = 4. 


2. Obtenemos la tabla (tabla 3.5). 

3, Escogemos la primera fila. 

4. Pintamos el vértice 2 de un color nuevo obteniendo como resultado una tabla nueva 
(tabla 3.6). 

5. Existen los vértices no colorados; por lo tanto, pasamos al punto 3. 

3. Escogemos la primera fila, 

4. El vértice 3 correspondiente a la primera fila es del mismo color que el vértice 1, 
pintamos el vértice 3 y lo adherimos al vértice 1. Obtenemos la tabla 3.7. 


Tabla 3.5 Tabla 3.6 Tabla 3.7 


uy d aro Y war Y 
Pa 1 ME lua]e Ta 
2 1 1 3 o 1 1 s 1 1 0 
3 0 1 FENES é |ojijo 
s 1 1 6 0 1 0 + 1 ojo 
6 0 1 8 ojo 1 8 o 0 1 
Realizando sucesivamente este algoritmo obtenemos las tablas 3.8 (a, b, c). 
Tabla 3.841 Tabla 3.8,b Tabla 3.8. 
very, z vero z very pe 
141,311 4 1(2,5) 11,3, 61| 4 [12,51 (4, 3, 63 (14, 72 51 
6 o 1 1 7 1 ojo 8 o 1 1 
7 1 o 0 8 o o 1 
8 ojo 1 
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En definitiva se obtiene la coloración del grafo dado G = (Y, U) en tres colores (fig. 
343, b): a = (1,3, 6, 8}, b = (4,7), c = (2, 5). La densidad del grafo G es igual a tres. 
Por consiguiente, la coloración obtenida es minimal. 
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El problema de caracterización (el más importante en la matemática discre- 
ta) se considera como resuelto, si están halladas las construcciones que de- 
terminan el sentido de la transformación que se realiza. 

Examinemos la estructura de subgrafos que determinan el número cro- 
mático del grafo. 

Se denomina grafo casi completo Q(q) un grafo Q, para cuya coloración 
minimal se necesitan q colores, ntras que para la coloración de todo 
grafo parcial propio Q’, Q' C CO, basta tener q” colores, q’ <q. En este 
caso, el número de colores q se llama casi densidad del grafo casi completo 


9 La casi densidad q(G) de un grafo G se determina por la expresión 
4(G) = máx qQ), QCG. (3.26) 
El orden (Q) del grafo casi completo Q(g) es 
k(O) = a(Q) — p(Q). (3.27) 
El orden K(G) del grafo G es 
Kk(G) = q(G) - p(G). (3.28) 


Acordémonos designar el grafo casi completo Q de la densidad p y del 
orden k por medio de Q(p, k) y el grafo de las mismas características, me- 
diante G(p, k). 

Los grafos casi completos Q(2, 0), Q(2, 1), Q(2, 2) y Q(2, 3) están repre- 
sentados en la fig. 3.44 (a, b, c d). 

Teorema 3,41 (propiedad principal de los grafos casi completos). Para 
cualquier vértice v; de un grafo casi completo Q existe tal coloración de 
sus vértices que no deja que exista el vértice va (a * i) que sea del mismo 
color que vi. 

Realizamos la demostración partiéndonos de lo contrario. Sea que tal 
coloración no existe, es decir, realizando toda coloración de los vértices 
del grafo Q existe un vértice va (æ 54 i) del mismo color que vi. Pero enton- 
ces, al eliminar las aristas incidentes al vértice w, obtenemos que el número 
de colores no varía, lo que contradice a la definición de grafo casi 
completo. Mi 

Corolario. Al eliminar cualquier arista de un grafo casi completo, su 
casi densidad disminuye en 1. 
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Fig. 3.44 


El teorema 3.41 es base de la demostración de la estructura de un grafo 
casi completo Q(q) con la casi densidad q; el grafo casi completo Q(q) 
comprende la base es decir un grafo casi completo Q(g — 1) y las capas 
sustituyente y cerradora. En virtud de la propiedad principal de los grafos 
casi completos, los vértices de la capa sustituyente corresponden biunívoca- 
mente a los vértices de la base con tal que los vértices correspondientes 
son adyacentes a los mismos vértices pertenecientes a la base Q(g — 1). 
Los vértices de la capa sustituyente y los de la base parecen ser «sosias». 
La capa cerradora representa los vértices que conifican los vértices de la 
capa sustituyente. En el límite, la capa cerradora es un vértice que conifica 
toda la capa sustituyente. 

Examinemos la formación del grafo casi completo Q(2, k) que posee 
propiedades extremales, es decir, las potencias de su portador y su signatura 
son minimales en comparación con otros grafos casi completos de densidad 
2 y orden k. En virtud del teorema 3.41, cuanto menos sea la potencia 
del portador o de la signatura de la base, Q(2, k — 1) tanto menores serán 
las respectivas potencias del grafo casi completo Q(2, k). La base del grafo 
Q(2, 1) la representa el grafo Q(2, 0) (fig. 3.44, a) que es la arista (a, b}; 
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la capa sustituyente la representan dos vértices a’ y b’ que son respectiva- 
mente adyacentes a b y a. La capa cerradora es un vértice que conifica 
los vértices a” y b’. Como resultado obtenemos un ciclo de longitud 5 
(fig. 3.44, b). 

De manera análoga continuamos el proceso de construcción de los gra- 
fos, tomamos Q(, 1) como la base (fig. 3.44, b) y así obtenemos el grafo 
QQ, 2) (fig. 3.44, c); tomando el grafo Q(2, 2) como base obtenemos el 
grafo casi completo Q(2, 3) (fig. 3.44, d). Continuando este proceso se 
puede construir el grafo casi completo Q(2, k) con potencias minimales 
del portador y de la signatura para cualquier k. 

Determinemos la dependencia de la potencia minimal del portador del 
grafo Q(, k) respecto de su orden k. Tenemos 


k [POR A, 
2, 

1 22+1 

2 2(22+1)+ 1, 
3 +D+D+1 


o 


(k — 1) Have 
Por lo tanto, 
IVma(Q(2, K) | = 2:(2-(...22:-2 + 1) + L.) + 1) 412 2142-14 
+ 2-24 2k Etna rt 22E akn 
=4% -2 -1=3%-1. k 

Así, en definitiva tenemos 
| V(O, KY | = 3-2 — 1. (3.29) 


Hallemos la dependencia de la potencia minimal de la signatura del 
grafo Q(2, K) respecto de su orden. Conforme a la estructura de los grafos 
casi completos y su propiedad principal, la suma de las potencias de la 
signatura de la base Q(2, k — 1) y de la signatura de la capa sustituyente 
es igual a la potencia triplicada de la signatura de la base Q(2, k — 1), 
cuando se construye el grafo Q(2, k) con la potencia minimal de la signatu- 
ra. En virtud de (3.29), la potencia de la signatura de la capa cerradora 
es igual a la potencia del portador de la base 3-2*-' — 1. 

De aquí la potencia minimal de la signatura | Un(O(2, k)) | del gra- 
fo Q(, k) es igual a 
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1 cuando k = 0, 
3-1 + 3-22 — 1 cuando k = 1, 

3-3-1 + 3-2° — 1) + 3:2* — 1 cuando k = 2, 
SOGNE = DHEN 1) 99:28 1 cuado e = 3 


(31432 — 1) + a2- D+3- P- 


k — 1) llave 
= 1) +... + 3-247? — 1) + 3-247! — 1 cuando k = k. 


Simplificando sucesivamente la expresión para |Um (Q2, K|, 
obtenemos 


| Uml, K| =3% + 34-2 — 3-1 4 34-121 34-24 
£ 
PITAR 3E? IS O E ES 


kar 

= E3 = 4 3 2) — 0,543 — 1), 
o 

2| Umn(Q(U, KY | = 7-3% — 6-2 + 1. (3.30) 


Sumando el grafo casi completo Q(2, k) y un grafo completo de densi- 
dad p — 2, obtenemos el grafo casi completo O(p, k) que posee las pro- 
piedades extremales a examinar: 

QQ, k) + Qp — 2, 0) = Q(p, k). (3.31) 


Al generalizar (3.31) tenemos el teorema siguiente. 
Teorema 3.42. La suma de los grafos casi completos es el grafo casi 
completo: 


Oo ki = o(zn, qx). 0.32) 


En virtud de (3.31), la potencia minimal del portador del grafo casi 
completo Q(p, k) es igual a 

| Valp, AD] =3-2*— 1) + p. (6.33) 
La potencia minimal de la signatura del grafo Q(p, k) se representa como 
suma de la potencia minimal de la signatura del grafo Q(2, k) y la potencia 
minimal de la signatura de un grafo completo de densidad (p — 2), cada 
vértice del cual conifica el grafo Q(2, k). Debido a (3.29) y (3.30), se tiene 

| Uml, K))] = 0,5-07-3* — 6-2 + 1) + 

+ 0,5-p — 2)-(p — 3) + (o — 2)-(3-2* — 1). 

En definitiva, obtenemos 

21 Um(Q(p KY) = 7-3 + 62p—3)+(p-3P-p+2. (3.34) 
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Fig. 3.45 


En virtud de (3.33), todo grafo casi completo de primer orden y de den- 
sidad p contiene no menos de p + 3 vértices. El grafo Q(p, 1) que tiene 
exactamente p + 3 vértices es la suma de un ciclo de longitud 5 y de un 
grafo completo de densidad p — 2: 


QW, 1) = QQ, D + QW - 2, 0). 


Las correlaciones (3.33) y (3.34) son válidas para todos grafos casi 
completos de densidad 2 ó 3 y para grafos casi completos indescomponibles 
según la operación aditiva «suma». Anteriormente fue considerada la 
estructura de estos grafos. Estas fórmulas no son válidas para los grafos 
casi completos descomponibles que, debido al teorema 3.42, tienen la densi- 
dad no menos de 4 y por lo menos dos sumandos Ki>0. Por ejemplo, el 
grafo casi completo Q(4, 2) que es la suma de dos grafos Qa(2, 1) y Qs(2, 
1) (fig. 3.45) Q(4, 2) = Q.(2, 1) + Qu(2, 1), tiene la potencia del portador 
igual a 10 y la potencia de la signatura igual a 35, mientras que las potencias 
minimales del portador y de la signatura del grafo casi completo indescom- 
ponible Q(4, 2) son iguales a 13 y 43, respectivamente [de acuerdo con 
(3.33) y (3.34). 

Teorema 3.43. El número cromático h(G) del grafo G es igual a su casi 
densidad q(G): 


A(G) = q(G). (3.35) 
ODebido a la definición dei grafo casi completo, 
A(G)>4(0). 
Demostremos que en esta correlación siempre tiene lugar la igualdad. Esco- 
gemos todos los grafos casi completos no incluibles, es decir, los grafos 


para cada Q,, de los cuales no existe un grafo casi completo O, tal que 
QC C Qa. En virtud de (3.26), entre los subgrafos escogidos existe por lo 
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menos uno que necesita q colores para pintarlo. Mostremos que para la 
coloración minimal de la parte restante de GN Q son sifucientes los mismos 
q colores. En efecto, si para la coloración minimal del subgrafo GN Q nece- 
sitamos al menos un color nuevo, (g + 1)-ésimo, eso significa que en el 
subgrafo GM Q existen las capas sustituyente y cerradora, lo que lleva a 
formar un grafo casi completo de casi densidad q + 1. Lo último contradice 
a la correlación (3.26). M 

Empleando las fórmulas (3.33)—(3.35) para los grafos G; de densidad 
p(G)<4 y para los grafos que no contienen subgrafos casi completos des- 
componibles según la cópula «suma», se puede proponer estimaciones lo- 
garitmicas del número cromático. Tenemos: 


A(G) = 4(G) = mix PQ) + KDS 
<máx P(Q) + máx k(Q), (3.368) 
i 4 
h(G)<p(G) + máx k(Q), QCG, G = <V, U). (3.36b) 
i 
Según (3.33) 


máx ros [ios Arly eo M 1} 


De aquí 
MG)<p(6) + [ross AS 1}: (37 
En la expresión (3.34) (p — 3} — p + 2>0 y para p>4, p = 4 y cual- 
quier k 6-2* — 1>0, por eso 


máx K(0)< [e algi], pO>4; 

por consiguiente, 

A(0)Sp(0) + [ios 214), p(6)>4. (2.382) 
Cuando p(G) = 3 tenemos 


MG)S3 + [re alejen] E 6.380) 


Cuando p(G) = 2 la expresión (3.34) obtiene la forma 
2| Uml, K| =7-3%— 6-2 + 1>7- = 6-34 +1 =3 +1, 
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por eso 
máx k(Q)<[log{2| U| - 1). 


De aquí cuando p(G) = 2 obtenemos 

h(G)<2 + llogx(2] U| — 1). (3.380) 

De acuerdo con la estructura del grafo casi completo Q(p, k) la potencia 
s(v¡) de cada vértice v; de este grafo satisface la desigualdad 

s()>4(Q)-1=p+tk-1. (3.39) 

Entonces, según la fórmula (3.33) la potencia de la signatura | U(Q(p, 
Kk))| del grafo casi completo indescomponible satisface la igualdad 

| UQIP, K) | >0,53:2* — 1) + p) (p + k — 1). (3.40) 


Para los grafos completos se puede lograr esta estimación cuando k = 0. 
En virtud de (3.33), (3.36a) y (3.40), 


2: | (G) 
mos mar | +» EES 8.41) 


donde el subgrafo G verifica todas las desigualdades del sistema 
| (6) | >3-2* - D + p(Ĝ), 
2 | UG) | >7-3 + 6:2*-(P(G) — 3) + W(G) - 3° — MG) + 2, 
s(u)>p(6) + k- 1, 066, (3.42) 
es decir, conforme a sus recursos, tanto de vértices como de aristas, y según 


la topología local (potencias de los vértices), el subgrafo Č puede incluir 
un grafo casi completo Q(p, k), donde 


ka [e (pe + )]. 6.43) 


Aqui, [ ] es la parte entera del número. Es obvio, que 


Hi] - Lor Eso] = IsmeaÓ). 


De aquí tenemos la estimación superior del número cromático A(G) del 
grafo G: 


h(G)<Ismea(6) + 1), (3.44) 
donde el grafo GC G satisface el sistema de desigualdad (3.42). La estima- 
ción (3.44) es más eficaz que las dadas anteriormente A(G) < Sms(G) + 1 


y para una clase determinada de grafos, la estimación de Brooks 
A(G) <SmakO). 
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Al componer las estimaciones (3.37), (3.38) y (3.44), obtenemos estima- 
ciones del número cromático A(G) del grafo G = (V, U): 
cuando p(G)>4 


h(G) <min(p(G) + ES KOIOS )} 
pG) + [rs aol] » (3.45a) 


[snea(Ó)] + 1); 
cuando p(G) = 3 


h(G)<mín (P(C) + [ve vol -A0 , »)]. 


pO) + [tos aso 1), 6.450) 


[snea(Ó) + 1); 
cuando p(G) = 2 


M(G)<mín (2+ [re (al-z í i) fe 


2 + [loga(2- | U(G) | — 1), [smes(G) + 1). (3.450) 


Para calcular la estimación del número cromático A(G) del grafo G, 
basándose en la fórmula (3.44), hallamos la densidad p(G) del grafo G 
y disminuyendo p de p(G) a 2 con el paso 1, según la fórmula (3.43) halla- 
mos k para cada uno de estos valores. Debido a (3.36a), la suma máximal 
de p y del valor correspondiente de k, para los cuales se cumplen las desi- 
gualdades del sistema (3.42), determina la estimación superior del número 
cromático A(G). Si el grafo estimado es casi completo o la estimación supe- 
rior obtenida coincide con la inferior, ésta es igual al número cromático. 
La estimación inferior del número cromático 


H(G)>p(G) (3.46) 


se minora por la estimación de Geller, como lo fue mostrado por Mayers 
y Lean, 


K(6)> Follo) Ban 


EZ -2| uG)| 
o 
vo) ] 
no>| IVO | = saal) » (3.48) 


Las estimaciones del número cromático (3.37), (3.38), (3.44) y '(3.45) 
minoran las estimaciones superiores conocidas del A(G). 
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Ejemplo 3.17. Examinemos el grafo G = (Y, U) (fig. 3,46, a). 
Según Jas estimaciones de Brooks y Geller, su número cromático A(G) se encierra en 
el segmento Il, 7): 


uo 12 - 10? E 
m6) *=21u0)1 10 2-20 p 


Sm(G) = 7; 1SA(G)ST. 


Estimemos el número cromático A(G) empleando las estimaciones superiores obtenidas. 
La densidad del grafo G es igual a 4: p(G) = 4. Conforme a (3.43), 


ro peo] 


Si es posible incluir Q(4, 1) en el prefijado dado G, la potencia de todo vértice no tiene 
que ser menor que 4. Los vértices c, d, f tienen potencia menor que 4 y, por consiguiente, 
no se incluyen en el grafo Q(4, 1). Eliminando estos vértices en el grafo obtenido (fig. 3.46,b), 
k conserva su valor: 


Es [oe (5 


Fig. 3.46 y a) 
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pero con esto los vértices b, p, e no pueden incluirse en este grafo, ya que su potencia (fig. 
3.46,b) es menor que 4. Eliminamos los vértices b, p, e del grafo G’ (fig. 346,0) y obtenemos 
el grafo representado en la fig.3.46,c que no puede contener el grafo Q(4, 1) conforme al 
recurso de vértices, ni conforme al de aristas, ni conforme a la topología local. Por consiguien- 
te kas = 0 cuando p = 4. 

Disminuimos la densidad en una unidad y definimos el valor máximo de A: 


ro- [(E52+1)] -+ 


Por lo tanto, el grafo prefijado no puede contener el grafo casi completo Q(3, 2). Disminuimos 
otra vez la densidad en una unidad y definimos el valor máximo de k, cuando p = 2. Tenemos 


xo- [ua(25201)] -+ 


De este modo el grafo dado incluso no contiene el grafo casi completo Q(2, 2). De aqui 
la estimación superior del número cromático A(G) del grafo G es igual a 4. Esta coincide 
con la estimación inferior p(G) <A(G); por consiguiente, el número cromático del grafo prefi- 
jado es también igual a 4: kı = |b, d, p, 8), kz = ta, & el, ks = im, fl, ka = 1k) (fig. 
3.46, d). . 

Así pues, el empleo de caracterización de la coloración de vértices del grafo permite, en 
el caso dado, determinar su número cromático sin buscar el cubrimiento minimal de los 
subgrafos vacios por los vértices del grafo. 


Según el teorema 3.42, para un grafo G que contiene un grafo casi 
completo descomponible, con dos sumandos por lo menos, cuyo k>0, el 
número cromático A(G) es igual a la suma de los números cromáticos de 


los grafos casi completos que son sumandos del grafo Q(g)CG de casi 
densidad máxima. Por esta razón 


A(G) = máx qQ) = máx ZqylQu), 
7 


QuC Qr, Q = ZQ 
HCG) = mix ZOJOD + KAQU)<mix Ep AQ) + máx (0, 
AG) <p(G) + máx EXxU(Q0), 3.49) 


donde máx ky(Qu) se determina basándose en (3.33), (3.34) y (3.39). 
tJ 


Ejemplo 3.18. Determinemos el número cromático A(G) del grafo G = (Y, U) con los 
siguientes parámetros: | V| = 90, | U| = 1000, p(G) = G; la distribución de potencias de 
los vértices es tal: 20 vértices son de potencia $; 6l vértices son de potencia 21, los demás 
9 vértices tienen la potencia igual a 86. 

Analicemos los casos de la descomposición de 6 en sumandos: 1) 6 
=2443)6=2+2+24)6=3+3. 

Caso 1. Determínemos el orden máximo Kw del grafo casi completo indescomponible 
O6, kun) de densidad 6. Según (3.33), 


ts o (E) | 


6+0,2)6= 
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Establezcamos si el grafo G prefijado puede contener el grafo casi completo Q(6, 4) según 
los recursos de aristas y la topología local (según las potencias de los vértices). 

Tenemos: 

101 >0,507-3* + 6246 - 3) + (6-3? — 

= 6 + 2) = 0,5567 + 288 + 5) = 430, 

| Val, D) = 342 1) +6 I Sh, 

OVNE, 4) Ns(W)>6 + 4- 1 = 9). 

De este modo se obtiene la respuesta positiva. Por lo tanto, resulta determinada la estima- 
ción superior; A(G) < 10. 

Caso 2, El grafo casi completo Q(gau) de casi densidad máxima puede descomponerse 
en dos sumandos: 

Quí2, Ke) + O(A, Ko); 


además, A(G)<6 + máx(ka + Ko). Hallemos máx (ka + k»). Para eso determinamos 


n- ERES »)] z 


| Vmin, 491 = A2 D + 2 = 47. 
El segundo sumando contiene 43 vértices: 


90 — 47 = 43, 
Cuando 


O 


| Vail O(A, 3) | = 32 1)+4=25, 
(Vo(0/€Qu(2, DSN) Spe + Ko — 1 + 

+ | Vall, 3) | =2+4=1+25=30), 
(VoKvIEQUA, INAU SPM + Ko = 1 + 

+ | Van(Q0, 4)| =4+ 3 1447 = 53) 


En el grafo G no existen vértices de tales potencias. Continuamos los cálculos análogos 
y hallamos máx (k, + ko) = 2 + 2 = 4, es decir, el grafo G puede contener el grafo casi 


ao 
completo Q(10) descomponible en forma de suma: 
Qa(2, 2) + Qotá, 2). 
En efecto, 


[Vma(Qu(2, 2) | =302-D+2=1, 

| Vall, 29] = 3:22 D +4= 13, 

(VBEQ(2, s(n) 32 + 2 — 1 + 13 = 16), 

(VEQAS, DNS()24 + 2— 1 + 11 = 16), 

| Uml Qal2, 29) | + | UnkQo(%, 2) | + | Um Qo(2, D) | -| Vain(Qu(á, 29] = 
05187 + GR A IA 24 2) + 0,5078 + 6-24 — 3) + 

+ (4-3) - 442) + 11-13 = 206. 

En este caso, la estimación cromática A(G) no cambia. Ofrecemos al lector que él mismo 


examine los demás casos. En definitiva, obtenemos máx (Ka, Ke) = 4. 
“o 
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3 


SspNuUe as y as 


1 234 5 öp 
Fig. 347 Fig. 3.48 

Por lo tanto, debido a (3.46) y (3.49), 6<A(G)<10. Empleando las estimaciones de 
Geller— Brooks obtendríamos el segmento (1, 86); 1 < A(G) <86. 

Según (3.35), los grafos casi completos de casi densidad œ + 1 son figu- 
ras prohibidas de la coloración de los vértices del grafo con æ colores. 

Citemos las propiedades de los grafos casi completos. 

1%, Propiedad de inclusión 


QB HQ) i=lL...Aaj=0.... k (3.50) 


2%. Propiedad idempotente de la capa sustituyente. Cambiando la capa 
sustituyente quedamos en la clase de los grafos casi completos, con tal que 
esta sustitución puede realizarse muchas veces (fig. 3.47). 

Teorema 3.44, Si en vez cada vértice v; de un grafo casi completo Q(q) 
ponemos uno de los elementos del conjunto (Q(q)/qíQ,) = a), obtene- 
mos el grafo casi completo Qla-q). 

Teorema 3.45 (teorema de M.V.Gorbátova). El grafo casi completo Q(p, 
k), k> 1, no posee el carácter arista. 

Si un grafo posee carácter arista, su orden no supera 1. Cuando se cons- 
truye el grafo derivado en arista G según el grafo G, las aristas incidentes 
a un mismo vértice del grafo G corresponden a los vértices de un subgrafo 
completo del grafo G. 

Por consiguiente, 


a<H(G)<Ss + 1, (3.51) 


donde H(G) es la clase cromática del grafo G, s es su potencia, $s = máx 
squ) EG. i 
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Para un multigrafo 

s<H(G)Ss + p, (3.52) 
donde p es paralelismo del multigrafo, o sea, el número máximo de aristas 
paralelas. 

En la correlación (3.52), la potencia del grafo G y su paralelismo satisfa- 
cen las siguientes correlaciones (fig. 3.48): 

5=0 (mod p), 

E Ap, (3.53) 
donde la notación s = 0 (mod p) significa que el número s es compatible 
según el módulo p con el número 0. Según (3.52) y (3.53), obtenemos la 
estimación de Shannon. 


H(6)S E s] ; 6.54) 


Teorema 3.46. El grafo casi completo de casi densidad q contiene un 
subgrafo homeomorfo a un subgrafo completo, cuya densidad equivale a q. 
Este teorema permite enlazar la coloración de los grafos con la pro- 
piedad de su encaje en las superficies. 
Teorema 3.47. El grafo G(p, K), k> 1, p>2 es no encajable en el plano. 
DEn efecto, el grafo G(p, k) contiene el subgrafo casi completo Q(3, 
2) el cual, a su vez, contiene un subgrafo Gy(F(5)) homeomorfo a un 
subgrafo completo de densidad 5: 


Gip, DDB, 2)>GH(F5)). 


Por consiguiente, según el teorema 3.17 el grafo G no es encajable en el 
plano. 

Teorema 3.48. El grafo G(p, k), p>3, k>0, no es encajable en el plano. 

En efecto, el grafo G(p, k) contiene un subgrafo Q(4, 1), cuya base 
y el vértice de la capa sustituyente se incluyen en el subgrafo Gm(F(5)) ho- 
meomorfo a un subgrafo vacio de densidad 5: 

Gip, k)30(4, 1)D Gu(F(5)). 

Por consiguiente, según el teorema 3.17, el grafo G no es encajable en 
el plano. Wi 

A base de los teoremas 3.47 y 3.48, obtenemos la demostración del 
problema de cuatro colores (teorema 3,49). 

Teorema 3.49. El número cromático del grafo planar no supera a cuatro. 

DSegún el teorema 3.17, el grafo planar G no contiene el subgrafo 
Gu(F(5)) homeomorfo a un subgrafo completo de densidad 5: Gp 
D Gn(F(S)). Por lo tanto, este grafo no contiene los subgrafos Q(3, 2) 
y Q(4,1). De aquí en virtud del teorema 3.41, el número cromático A(G) 
no supera a cuatro. Mi 


12—6577 
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3.1. Demostrar la igualdad 

S = (APA) 
donde S es una matriz de adyacencia; A* y A” son matrices de incidencias inicial y final, 
respectivamente; P es una matriz diagonal de los pesos de los arcos; * es el signo de 
transposición. 

3.2. Demostrar que 

S= Der, 

m 

donde S es la matriz de adyacencia; R* es la matriz del paso por los arcos de peso £e. 

3.3. Demostrar que un subgrafo G es un ciclo si, y sólo si, el producto matricial lógico 
(regla de multiplicación de fila por columna se define mediante la multiplicación ordinaria 
y la adición según el módulo dos) de la matriz de incidencia y la matriz ciclomática transpuesta 
es igual a la matriz cero. 

3.4. Demostrar que las cadenas simples de longitud X/<g) de un grafo prefijado por 


una matriz de incidencia $ se determina mediante la matriz Sẹ = Ys. 
La 
3.5. Sea dado un transmisor que puede transmitir cinco señales: a, b, c, d, e. Al recibirlas 
cada una de estas señales puede interpretarse de dos maneras: la señal a: como p o q, la 
señal b: como q o r, la señal c: como 7 o s, la señal d: como s o f, la señal e: como p 


© 1. ¿Qué número máximo de señales se puede recibir sin correr el riesgo de confundirlas 
una con otra? 


3.6. Demostrar que 
(0, X Go) > lGa) (Go), 
donde a(G;) es el número de estabilidad interior del grafo G; = Go, Gh. 


3.7. Determinar el número de la estabilidad exterior de un grafo G prefijado por la matriz 
de adyacencia 


01001010) 
1010001 0| 
01010011 
s=foororoor 
100101014 
00001010 
111001014 
900111010 


3.8. ¿Cuántas reinas baste colocar en el tablero de ajedrez para que todo escaque del 
tablero esté amenazado de ataque por lo menos de una de ellas? Creemos que el escaque 
ocupado por una pieza está también bajo amenaza de ser atacado por esta pieza. 

3.9. Demostrar que sobre n vértices dados se puede construir 1”"? árboles distintos. 

3.10. En el grafo ponderado G prefijado por las matrices 


010001 
10101 0 
010111 
sO=lo0 0.101 ofj 
011104 
101010 
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PIG) = 


ecoocoooon 
oococosooxo 
ccooococo»soo 
oooocouoco 
ooco-o000 
occvooooo 
coonoocoooo 
cvocoocoooco 
meseccoco 


hallar el subgrafo conexo G” que tiene la suma minimal de los pesos de sus aristas. 

3.11. Un vértice de un grafo se llama punto de articulación, si el grafo se hace inconexo 
al eliminar este vértice junto con sus aristas incidentes. Se denomina bloque un grafo conexo 
no trivial que no tiene puntos de articulación. ¿Puede ser bloque un grafo, cuyo número 
ciclomático »(G) = 2? Poner un ejemplo del bloque, en el cual la eliminación de una arista 
conduce a la aparición del punto de articulación. ¿Existe un bloque, en el cual la aparición 
del punto de articulación se desprende de la eliminación de cualquiera de sus aristas? 

3.12. Citar ejemplos de grafos conexos, para los cuales existen cortes cuyo número de 
aristas es igual al número de cuerdas de los esqueletos. 

3.13. Demostrar que la eliminación de una arista perteneciente a cierto ciclo de un grafo 
conexo no hace este grafo Ínconexo. 

3.14. Un grafo conexo se denomina de Euler, si en él existe una cadena cerrada que pasa 
por cada una de sus aristas (todas las aristas de la cadena son distintas). Mostrar que un 
grafo que contiene un puente no puede ser culeriano. 

3.15. Un grafo se denomina hamiltoniano, si él contiene un ciclo simple de esqueleto. 
Poner ejemplos de los grafos que son de Hamilton y de Euler simultáneamente, 

3.16. Hallar el número de esqueletos no isomorfos del grafo Xz., de dos partes. 

3.17. Demostrar que si un grafo es n-conexo, existe un par de vértices no adyacentes, 
entre los cuales se encuentran n cadenas simples no intersecantes en vértices. Mostrar que 
esta condición se cumple para cualesquiera dos vértices no adyacentes del grafo n-conexo, 
Dar un ejemplo del grafo 3-conexo. 

3.18. Mostrar que la precisión de hasta el isomorfismo la tienen exactamente cuatro grafos 
(uno de los cuales es completo) sin aristas paralelas ni lazos sobre tres vértices, y once 
sobre cuatro vértices, Hallar el número de grafos sobre cinco vértices. 

3.49. Se denomina núcleo arista de un grafo G un subgrafo que es la unión del conjunto 
de aristas y, tales que las aristas de todo conjunto no son adyacentes dos a dos y 

1311 = ao(G). Dar ejemplos de los grafos que no tienen núcleo arista, 

3.20. Hallar condiciones necesarias, para las cuales el número de aristas en el grafo es 
al al producto aoĝo. 

3.21. Demostrar o refutar que para cualquier grafo conexo fo < £o. 

3.22, Determinar x(Xm.n) Y £Kmn). 

3,23. Demostrar que el ciclo de longitud 


par es incajable en un hipercubo 


3.24. Mostrar que el diámetro del n-<ubo d(G) no puede ser mayor que n. 

3.25. Sea que un grafo G comprende k cadenas simples no intersecantes en vértices entre 
dos vértices a, EG; las longitudes de todas tas cadenas son diferentes. ¿Bajo qué condición 
este grafo es cubicable? 

3.26. Determinar la densidad del grafo que es suma de una arista y un ciclo de longitud 5. 

3.27. Hallar el número de la estabilidad interior para el grafo determinado en el ejercicio 
anterior, 

3.28. Hallar el número de la estabilidad exterior para el grafo que es producto de una 
arista y un ciclo de longitud 4. 
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3.29. Hallar la coloración minimal de las aristas del grafo de Peterson, 

3.30. ¿Posee el carácter arista el grafo que es suma de un vértice aislado y un ciclo de 
longitud 57 

3.31. Hallar el número cromático del grafo de Peterson. 


Comentarios 


La teoría de los grafos en calidad de una parte de la matemática discreta tiene muchas interpre- 
taciones. Se aplica con éxito en los problemas de control de la producción, para proyectar 
redes de los ordenadores, para diseñar módulos electrónicos modernos y proyectar sistemas 
físicos con parámetros localizados (acústicos, mecánicos, eléctricos), para resolver problemas 
de genética y problemas de automatización de la proyección (SAPR). La teoría de los grafos 
es la base del apoyo matemático de los sistemas modernos de procesamiento de la informa- 
ción. Esta teoría se aplica con éxito en las investigaciones nucleares (técnica de diagramas 
de Feynman), etc. 

Información mås detallada sobre los modelos teóricos de grafos y sus suplementos se 
la puede hallar en la literatura de bibliografía. 


«Y lo mismo que el concepto de número, el 
de figura está tomando exclusivamente del 
mundo exterior y no ha brotado en la cabeza 
por obra del pensamiento puro». 


Federico Engels 


CAPÍTULO 4 


Teoría de las gramáticas formales 
y de los dispositivos automáticos 


$ 4.1. Gramáticas formales 


Examinemos un sistema de sustituciones prefijado por el alfabeto 
M = {m/i = 1, ..., p) y por las sustituciones básicas 


amba (41) 


donde as, B: son las fórmulas (palabras) tal vez vacías en el alfabeto M. 

Comprenderemos toda sustitución a;— 8; como una regla de deducción. 
Con frecuencia el sistema de sustituciones se denomina semisistemas de 
Thue, en honor del matemático noruego Aksel Thue, Empleando estos se- 
misistemas Chomsky formó y desarrolló el aparato de gramáticas formales. 

Definamos el concepto de la gramática formal que a continuación se 
llamará simplemente gramática. Examinemos un alfabeto finito M = (mm, 
Ma, . » » Mn], cuyos elementos se denominarán símbolos (letras) y suce- 
siones finitas de símbolos, palabras. 

Designemos todo el conjunto de palabras, cuyas longitudes no tienen 
ningunas restricciones mediante -4. Digamos que -/C-4 es un lenguaje 
en el alfabeto M. 

Sea G una colección de reglas, con ayuda de las cuales en M se en- 
gendran todas las palabras pertenecientes al lenguaje ./ y sólo ellas. Lláma- 
se gramática del lenguaje / la colección de reglas G. 

Denominaremos equivalentes a dos lenguajes si coinciden los conjuntos 
de palabras que integran estos lenguajes. Dos gramáticas Gi y Gz sobre 
-/'se denominan equivalentes, si se engendran por éstas los lenguajes 
equivalentes. E 

Acordémonos decir que G es la gramática del número finito de estados, 
si las reglas de engendrar palabras de alfabeto M = (mi, m, ...., Mn) se 
prefijan del modo siguiente. Existe un conjunto finito de estados (So, Si, 
+... S+) y a cada SO = 1, 2, r) le pone en correspondencia un juego 
de pares de tipo (7m, S), donde ¡ef 1,2, ..., m3, qE LO, 1, ..., 7). Al estado 
So le porñie en correspondencia los pares de tipo (mo, Sa), donde hé{1, 2, 
+... r). El símbolo mo es un signo especial del blanco entre las palabras. 
La construcción de las palabras se realiza del modo siguiente: del estado 
So pasa a cualquier estado Se, uno de aquellos S, que son segundos 
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Mom, mm) 
m 


miembros de los pares de tipo (mo, S4), y se pone el signo del blanco en 
el inicio de la palabra. Partiendo de los pares, puestos en correspondencia 
al S elegido, se toma cualquier (my, S;). Esta elección determina el siguiente 
estado S; y el primer símbolo de la palabra m;. En adelante, el proceso 
de la construcción de la palabra se realiza de modo análogo. La palabra 
se termina pasando al estado final, que es, como regla, So. 

El lenguaje generado por una gramática con el número finito de estados 
se denomina lenguaje con el número finito de estados. Es cómodo represen- 
tar la estructura de tales lenguajes en forma de un grafo, cuyos vértices 
se ponen en correspondencia a $; y los arcos, en correspondencia a los pares 
(mi, Są). En la fig. 4.1 se da un ejemplo de tal grafo. Utilizando la gramáti- 
ca, prefijada por este grafo, se engendra un lenguaje compuesto del siguien- 
te conjunto de palabras: (mm, m,m2m3m, m,mam3m, }. Se puede exami- 
nar la generación de las cadenas de los símbolos como resultado del trabajo 
de un dispositivo hipotético (fig. 4.2). A lo largo de una cinta infinita (a 
una o dos direcciones) dividida en células se mueve la cabeza de control 
(CC). Están prefijados un alfabeto exterior M = (Mo, mi, Ma, .. . Mn), 
cuyos símbolos se denominan /erras, un alfabeto interior S = (5, Si, .. s» 
s,), cuyos símbolos se denominan estados y un alfabeto de traslaciones 
E = (D, L N). Todas las células se llenan con los símbolos de M, uno en 
cada célula. El símbolo mo juega el papel del símbolo vacío (si en una célula 
se halla mo, entonces «en esta célula no está escrito nada»). Se supone que 
toda la cinta infinita está llena siempre con los símbolos mo, excepto aquellas 
células, en las cuales están escritos cualesquier otros símbolos de M. 

La cabeza de control puede mantenerse en varios estados que se caracte- 
rizan por los símbolos de S. El estado so es específico, Si la CC se mantiene 
en el estado so, «la máquina no hace ningún trabajo (está desconectada)». 
Se supone que al final del trabajo la máquina pasa siempre en el estado 


Ara, To, Tr». LA 


Fig. 4.2 
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So. Durante el trabajo de la máquina la CC puede moverse a lo largo de 
la cinta en tiempos discretos. Se mueve ora una célula a la derecha (D), 
ora una célula a la izquierda (7). Puede ocurrir que en un tiempo dado 
del trabajo la CC no se mueve (N). 

En todo tiempo del trabajo la CC realiza las siguientes operaciones: 

1) lee el símbolo m que está en la célula «vista» por la CC en este 
tiempo; 2) en relación con el símbolo leido 7n; y su estado s; escribe el simbo- 
lo mx en esta célula; 3) se mueve (o no) a lo largo de la cinta; 4) pasa 
al estado siguiente sp. 

Se puede representar todo el trabajo de la máquina utilizando una tabla 
funcional 7, en cuyas células se encuentran las ternas de tipo mesper, donde 
e/€E es un símbolo que determina la traslación. De este modo, la tabla 
funcional determina la aplicación M x Sen M x S x D. El sentido enjun- 
dioso de la aplicación (sm, s;)——(mmasper) consiste en que permaneciendo en 
el estado s y leyendo el símbolo mm de la célula, la CC escribe el simbolo 
mx en la célula dada de la cinta, pasa al estado sp y realiza la traslación 
determinada por el símbolo e. Acordémonos que la tabla funcional está 
siempre hecha de modo que tiene lugar la aplicación (my, so) —(m,, so, N). 
Esto significa que en el estado «desconectado» la máquina no funciona. 

Hasta que la máquina empiece a funcionar es necesario llenar (si esto 
es indispensable) unas células de la cinta con los símbolos diferentes de 
mo, trasladar la CC a un estado distinto de so y prefijar la posición inicial 
de la CC respecto a la cinta. Después de esto la máquina funcionará en 
correspondencia con la tabla 7. El funcionamiento de la máquina puede 
ser prefijado utilizando también un grafo, cuyos vértices se ponen en corres- 
pondencia biunívoca a los estados de este dispositivo, los arcos, en corres- 
pondencia con las traslaciones de un estado a otro. Con ello cada arco 
(Sj, Sp) está ponderado por el par (m, mer). Según Chomsky, frecuentemen- 
te el estado se denomina símbolo no terminal (auxiliar) y el símbolo m¿M 
se denomina terminal, El dispositivo hipotético descrito se denomina má- 
quina de Turing. 

Tesis de Post. Un semisistema arbitrario de Thue puede representarse 
como una máquina de Turing y viceversa. 

En el capítulo 1 fue examinada la definición intuitiva del concepto de 
algoritmo. Empleando la máquina de Turing, precisemos este concepto. 

Tesis de Turing. Para cualquier algoritmo comprendido en sentido in- 
tuitivo, se puede construir una máquina de Turing, cuyo funcionamiento 
es equivalente a este algoritmo. 

El concepto de la máquina de Turing es una especificación estricta del 
concepto del algoritmo. El paso del concepto intuitivo del algoritmo al con- 
cepto exacto de la máquina de Turing posibilita llegar a la resolubilidad 
algorítmica (de máquina) de uno u otro problema. 
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En 1936, el científico norteamericano Church, examinando el problema 
de reconocer la deducibilidad en la lógica matemática, obtuvo uno de los 
primeros resultados negativos. 

En el cálculo lógico para cualesquiera fórmulas dadas R y S determine- 
mos, si existe o no una cadena deductiva que conduce de R a S. 

A y B son las fórmulas adyacentes, si se puede transformar la fórmula 
A en la B, y viceversa, utilizando una sola vez la sustitución admisible. 
Una sucesión (A;, i = 1, 2, . . ., n) de fórmulas, entre, las cuales las conti- 
guas son adyacentes, se denomina cadena deductiva que conduce de A; 
a An. Como la resolución del problema de reconocer la deducibilidad se 
comprende un algoritmo que responde existe o no una cadena deductiva 
(para cualesquiera R y S). 

Un problema es irresoluble algorítmicamente, si no existe ningún algo- 
ritmo (correspondiente máquina de Turing) para resolverlo. La máquina 
de Turing independiente puede ser representada como un programa de for- 
ma arbitraria para un ordenador con la memoria potencialmente infinita. 

Teorema 4,1 (teorema de Church). El problema de reconocimiento de 
la deducibilidad es algorítmicamente irresoluble. 

Siguiendo a Chomsky, introduzcamos las restricciones de las sustitu- 
ciones «8, observando al mismo tiempo, la correspondencia entre la gra- 
mática obtenida y el dispositivo automático. 

Restricción 1. Si «—B satisface la expresión (4.1), o sea, es una regla 
de deducción, entonces 


(3a, az, .... Am, Dr, da, ..., baim < na = 
= 4107 ... am)&(B = bib ... Da). (4.2) 


En lenguaje generado por la gramática que satisface (4.2) se realiza por 
la máquina de Turing. 

Restricción 2. Si af es una regla de deducción, entonces (3y1, y2, 
a, «(y1, Y2, w son las cadenas, a es un simbolo independiente; w no es vacia). 


(a = yay)8(8 = yioy2)). (4.3) 


Las gramáticas que satisfacen la relación (4.3) se denominan de contexto 
(vinculadas por el contexto). 

Las gramáticas de contexto se realizan mediante los dispositivos tipo 
de autómata de Myhill. 

Sea (i j. k, L, p) una de las reglas que determina el funcionamiento 
del dispositivo automático: si el bloque de mando permanece en el estado 
S; y la cabeza exploradora está frente a la célula que contiene el símbolo 
mi, entonces el bloque de mando puede pasar al estado Sx, mientras que 
la cinta avanza hasta / células a la izquierda y mp sustituye el símbolo a 
examinar. El dispositivo que funciona según este principio se llama autóma- 
ta de Myhill. 
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Restricción 3. Si a«—8 es una regla de deducción, entonces « es la letra 
no terminal y 8 no es vacía: 

BD (4.4) 

La gramática que satisface (4.4) se llama sin contexto (libre del 
contexto). 

De acuerdo a (4.4), cada regla de gramática afirma que cierto símbolo 
no terminal puede sustituirse por una cadena de símbolos independiente- 
mente del contexto. 

Un lenguaje generado por una gramática sin contexto se realiza por 
un dispositivo automático de Myhill de tipo especial que utiliza la memoria 
jerárquica. Según Newell, Shaw y Simon, este disposivo automático se de- 
nominará autómata jerárquico. 

El autómata jerárquico es una composición de un dispositivo automáti- 
co de mando y de tres cajas, cada una de las cuales representa de por si 
una cinta infinita dirigida a un lado. En la cinta está escrita una palabra, 
cuya primera letra se encuentra en la primera célula, la segunda está en 
la segunda célula, etc. Leyendo la palabra el dispositivo automático percibe 
la primera letra, luego la borra y el resto de la palabra se desplaza hacia 
la primera célula. Cuando en la caja se graba una palabra de la longitud 
k, las primeras k células se libran como resultado de haber trasladado en 
k células la palabra anteriormente inscrita. La caja de entrada está vincula- 
da con los canales de entrada del disposi automático de mando, la de 
salida, con los canales de salida, la interior se vincula tanto con los canales 
de entrada, como con los de salida del dispositivo automático de mando, 
El conjunto de estados interiores del dispositivo automático de mando se 
parte en dos subconjuntos A y B. Si el estado del dispositivo automático 
de mando pertenece al subconjunto A, se lee la información de las cajas 
de entrada e interior. Si su estado pertenece a B, S/€B, la lectura se hace 
sólo de la caja interior. Al mismo tiempo, el dispositivo automático pasa 
al estado siguiente y escribe palabras en las cajas interior y de entrada. 

Una regla de la gramática sin contexto se denomina lineal, si tiene forma 


A=xBy; (4.5) 
lineal derecha, si 

A=xB, (4.6) 
y lineal izquierda, si 

A—Bx. (4.7) 


La regla de forma A>x llámase conclusiva. Según las restricciones de- 
terminadas por las reglas (4.5) —(4.7), la gramática sin contexto puede ser: 

a) lineal, si cada regla suya no conclusiva es lineal, en particular, si es 
lineal izquierda o lineal derecha; 
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b) unilateralmente lineal, si cada regla suya no conclusiva es lineal iz- 
quierda o lineal derecha; 

c) metalineal, si todas sus reglas no conclusivas ora son lineales, ora 
tienen forma S—>$ y, además, la gramática no posee reglas tipo A-+aS8 
para ningunos A, œ, 8, donde a, 8 no son vacías. 

La gramática unilateralmente lineal se realiza por el dispositivo automá- 
tico finito y engendra un lenguaje llamado automático finito. 

Consideremos una gramática unilateralmente lineal, cuyas reglas son 
todas lineales derechas (para más precisión) o todas conclusivas. Sin perder 
la generalidad, se puede suponer que toda regla lineal tiene forma A=>aB 
(donde B es un símbolo no inicial) y cada regla conclusiva de la gramática 
tiene forma A~a. 

Sean Ai, 42, + » -, An los símbolos no terminales de la gramática, con 
la particularidad de que A; es el símbolo inicial. A la gramática le ponemos 
en correspondencia un dispositivo automático finito, cada uno de los esta- 
dos interiores del cual corresponde biunivocamente a un símbolo no termi- 
nal de la gramática, y el símbolo de entrada corresponde a un símbolo 
terminal de la misma. Además, si 4,44) es una regla de la gramática, 
la terna (a, A;, Aj) determina el funcionamiento del dispositivo automático 
y se comprende como el paso del estado A; al estado Ay, cuando se lee 
el símbolo de entrada a. 

Para más generalidad, consideraremos que, pasando del estado $; al es- 
tado S; como resultado de la influencia de entrada a, el dispositivo automá- 
tico elabora un símbolo b a su entrada. Entonces el dispositivo automático 
puede ser como una cuaterna (a, b, Sa S)). 

Si se fija el estado inicial So, el dispositivo autómatico realiza un opera- 
dor T 


b= Tia, $, $). 


A continuación lo denominaremos de autómata. 


(x,a) 


19) Fig. 43 
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Fig. 44 


El operador de autómata T traspasa una sucesión de símbolos de entra- 
da (a) en una sucesión de salida (b,) según el estado inicial y la gramática 
unilateralmente lineal realizable, Es cómodo representar el dispositivo auto- 
mático en forma de la función T sobre un grafo G = <V, U), a cada vértice 
del cual le corresponde biunivocamente un estado del dispositivo automáti- 
co. Si éste pasa del estado S; al estado S$; bajo la influencia de entrada 
a, elaborando, al mismo tiempo, el símbolo de salida b, entonces los vérti- 
ces correspondientes y, y vy se unen mediante el arco (w, v) ponderado 
por el par (a, b). De tal modo, el campo de definición de esta función 
Tes el grafo G = (V, U) construido por medio del procedimiento anterior- 
mente examinado. El campo de valores son los símbolos de entrada y salida 
y los identificadores de Jos estados del dispositivo automático. 

Por ejemplo, examinemos una gramática unilateralmente lineal con el 
alfabeto de símbolos terminales Mr = (x, y, a, b), con el alfabeto de los 
símbolos no terminales My = [S,, S2, Ss) y las siguientes reglas de deduc- 
ción: Si>ybS1, Si>xaS2, S2->xaS2, S2>+yaS3, Sx—>xbSı. Un dispositivo 
automático finito realiza esta gramática. Si ponemos este autómata en el 
estado inicial S, y a la entrada transmitimos una sucesión de símbolos ter- 
minales (y, x, y, x), obtenemos a la salida la sucesión de los símbolos termi: 
nales (b, a, a, b), cuando los símbolos no terminales forman la sucesión 
(Si, Si, S2, S3). El operador de autómata realizable T puede representarse 
en forma de la función correspondiente sobre el grafo G = <V, U) (fig. 
4.3), 

Si no examinemos el dispositivo automático como un dispositivo que 
realiza una gramática correspondiente, sino estudiemos su estructura, en- 
tonces hay"que representar éste no en forma de la máquina de Turing, sino 
en forma del esquema en bloque representado en la fig. 4.4, donde My es 
el conjunto de símbolos terminales de entrada; My es el conjunto de simbo- 
los terminales de salida; M; es el conjunto de símbolos no terminales 
(M: = Mv, Mao). 
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$ 4.2. Etapas principales del diseño 
de los dispositivos automáticos 


Analicemos el problema de diseño del dispositivo automático. En la fig. 
4.4 tenemos Mr, significa el conjunto de vectores de entrada 


AA a 
M, es el conjunto de vectores de salida 
YRI... 


My es el conjunto de vectores que caracterizan los canales de entrada de 
realimentación (canales de memoria) 


Za Y 


Mz: es el conjunto de vectores que caracterizan los canales de salida de 
realimentación 


Z* = EN NS 


Si tenemos la lógica de k signos, cada uno de los canales puede estar 
en uno de sus k valores g€(0, 1, ..., k — 1). 

Acordémonos designar la variable a, igual a v€(0, 1, 2, . ... k — 1) co- 
mo a”. Entonces, para la gramática de autómata, es más cómodo definir 
las reglas de deducción como sustitución XZ*—=Z” Y, en la cual el valor 
inicial del vector Z* y sus valores sucesivos se obtienen al igualarlos al 
valor del vector Z” calculado en el paso anterior, o sea, 


Z*((=0)=2Z% Z*((+7=Z"(0, 


donde 7 es una constante de tiempo. 

Los vectores XZ* y Z” Y se obtienen añadiendo los vectores Z* e Y 
a la derecha de X y Z”, respectivamente. 

A continuación, los estados de los canales de realimentación se denomi- 
narán estados interiores del dispositivo automático, mientras que la cons- 
tante de tiempo 7 se llamará fiempo de transición de un estado interior 
en otro con la particularidad de que, según la destinación del dispositivo 
automático y su realización, 7 puede ser constante para el dispositivo auto- 
mático dado o depender de la variación del vector X. En el primer caso 
el dispositivo automático se denomina sincrónico, en el segundo, 
asincrónico. 

Para un (Z* )o prefijado, la sucesión de los vectores de entrada X(suce- 
sión de entrada) determina univocamente la sucesión de los vectores de 
salida Y(sucesión de salida). Lo ilustremos analizando el siguiente ejemplo. 
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Sea que tenemos un dispositivo con el canal de entrada x, un canal de realimentación 
z y un canal de salida y que realiza la aplicación XZ*=>Z" Y prefijado en forma de una 
tabla (tabla 4.1), 


Tabla 4.1 Tabla 4.2 
elei e ee 
0 0 1 1 0 1 o 0 1 
1 o 0 1 2r 1 1 0 0 
1 1 o 0 3r 0 0 1 t 

57 1 1 o 0 


Determinemos la sucesión de salida, si la de entrada tiene forma 101001 y el valor inicial 
del vector Z* es iguat a 0. En el instante inicial de tiempo, el vector XZ * , igual a 10, determina 
Z~ Y = 01 (la tercera fila de la tabla). Dentro de un intervalo de tiempo 7, XZ* = 00 determi- 
nará 27 Y = 11 (la primera fila), etc. Anotemos la definición de la sucesión de salida en 
forma de la tabla 4.2. dd 

Por consiguiente, 101001 229110100. 

Según la aplicación de autómata prefijada para Z= | la suceción de entrada 101001 
se transforma en la sucesión de salida 010100. 

De tal modo, la aplicación de autómata XZ*—Z” Y determina unívo- 
camente la sucesión de salida (Y;) por la sucesión de entrada dada (Xi) 


y el estado interior inicial Z& (X) Y (Y). 

Una de las características principales del dispositivo automático es la 
capacidad de su memoria. El número de estados interiores del dispositivo 
automático se denomina capacidad de memoria del dispositivo automático. 

Como se sabe, la transformación de la información es resultado de ha- 
ber realizado un algoritmo, con ello el autómata operacional realiza los 
pasos del algoritmo y el dispositivo automático de mando, el orden de 
cumplir los pasos. Los dispositivos automáticos operacional y de mando 
difieren por su destino y también por la capacidad de memoria. En el dispo- 
sitivo automático operacional se transforma la información prefijada en 
forma de cierto conjunto de números inscritos en registros. La capacidad 
de memoria del dispositivo automático operacional es prácticamente infini- 
to. Por ejemplo, el bloque de registros de un ordenador moderno, que in- 
tegra el dispositivo automático operacional y consta de 22 registros binarios 
de 16 órdenes, tiene capacidad de memoria igual a 2?2>10'% bitios. La 
capacidad de memoria de los dispositivos automáticos de mando suele te- 
ner de unas decenas a unas decenas de miles de bitios, o sea, no es grande 
en comparación con la capacidad de memoria de los dispositivos automáti- 
cos operacionales. 

Examinemos la interacción de los dispositivos automáticos operacional 
y de mando (fig. 4.5). A la entrada del dispositivo automático operacional 
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Desp. qulomat ] 


operacional 


Fig, 4,5 


(canal /) llega una información que se transforma; de la salida del dispositi- 
vo automático operacional (canal 2) se toman los resultados de las transfor- 
maciones; por el canal 3 llegan las acciones de mando correspondientes 
al algoritmo que se realiza; por el canal 4 llegan a la entrada del dispositivo 
automático de mando los indicios que caracterizan la información que está 
por transformar; por el canal 5 llega la señal que determina la transforma- 
ción a cumplir y su comienzo; por el canal 6 sale la señal fin de la opera- 
ción. Los canales / y 2 se denominan informativo, los de 3 a 6 se denominan 
de control. Por ejemplo, examinemos como se cumple la operación de adi- 
ción en el dispositivo aritmético (DA) de un ordenador. En este caso el 
dispositivo automático operacional es el dispositivo aritmético, o sea, los 
registros, el sumador y las comunicaciones entre ellos, el dispositivo auto- 
mático de mando es el de mando del DA. Cuando se efectúa el algoritmo 
de adición, el primero y el segundo sumando sacados del dispositivo de 
memoria (DM) del ordenador se inscriben por el canal / en los correspon- 
dientes registros del DA; por el canal 5 del dispositivo central de mando 
(DCM) del ordenador llega el código de la operación («adición»), por el 
canal 3 del dispositivo de mando del DA, conforme al algoritmo de adición, 
se envían las señales de mando: el desplazamiento de registros, la excitación 
de las barras correspondientes en el sumador, la inscripción de la suma 
en el registro del resultado y otras señales. Por el canal 4 llegan los indicios 
(por ejemplo, el contenido de los órdenes de signo en el sumador que se 
utiliza para detectar la infracción de la normalización) que determinan la 
marcha del mando sucesivo. Por el canal 6 se transmite al DCM la señal 
de que la operación se ha realizado. 

El ordenador es un transformador complejo de la información. Según 
V.M.Glushkov, es conveniente considerarlo como una composición de pares 
de los dispositivos automáticos, cada uno de los cuales comprende los dis- 
positivos automáticos operacional y de mando. Además, cada dispositivo 
del ordenador (de entrada, de salida, el DM, el DCM) se representa, de 
modo análogo al dispositivo aritmético, como un par o varios pares de 
tales dispositivos automáticos. Tal representación del ordenador es cómoda 
para el análisis y la síntesis del ordenador y, también, es el desarrollo lógico 
de la estructura de los ordenadores modernos. Actualmente, en calidad de 
un método de aumentar la productividad del ordenador, se utiliza el régi- 
men de programas múltiples, lo que, en particular, disminuye retardos pro- 
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/canotes 
le entrada 
a Dispositivo centrat de 


procesamiento de tos datos 


Dispositivos exteriores 
y de mando 
para procesar los datos 


Fig. 4.6 


vocados por la baja velocidad de los dispositivos exteriores y la falta de 
correspondencia entre las velocidades de funcionamiento de los dispositivos 
aritmético y exteriores. Para realizar el régimen de programas múltiples del 
ordenador, es indispensable cierta «autonomía» de unidades separadas, es 
decir, la posibilidad de almacenar y transformar la información y controlar 
esta transformación dentro de la misma unidad. En otras palabras, es necc- 
sario que toda unidad sea una composición de los dispositivos automáticos 
operacional y de mando. Para ilustrar todo lo dicho, demos el esquema 
en bloque del ordenador CDC-6600 (fig. 4.6), en el cual la información 
de entrada llega por 12 canales de entrada y salida y se da primeramente 
a los dispositivos periféricos de procesamiento de la información. Cada 
uno de estos dispositivos es una composición de los dispositivos automáti- 
cos operacional y de mando. Estos dispositivos de volumen pequeño 
pueden ora entregar los resultados transformados en el dispositivo de sali- 
da, ora transmitirlos, a la memoria central que es toda una jerarquía de 
dispositivos de memoria. La última operación se cumple con ayuda del sis- 
tema centralizado de mando que distribuye el «trabajo» entre los dispositi- 
vos especializados de procesamiento de la información que tienen alta velo- 
cidad de funcionamiento. Cada uno de estos dispositivos es una composi- 
ción de los dispositivos autómaticos operacional y de mando. Cada par 
de tales dispositivos realiza una o varias Operaciones, por ejemplo, la opera- 
ción de multiplicación. 
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Cuando el ordenador funciona en el régimen de programas múltiples, 
se realiza el principio del funcionamiento descentralizado de dispositivos 
separados, En el límite, el principio de descentralización pasa al principio 
de la descentralización absoluta o al principio de Holland que propuso la 
red completamente distribuida de los dispositivos de procesamiento de la 
información, cada uno de los cuales es una composición de los dispositivos 
automáticos operacional y de mando. Todos estos bloques funcionan inde- 
pendientemente. Esta estructura del ordenador realiza la concepción de los 
«programas de trabajo nadando en el mar de equipos». 

Una de las etapas de desarrollo de esta tendencia es la concepción del 
procesamiento distribuido de la información que en el presente se realiza 
en forma de redes de ordenadores, centros de cálculos de uso colectivo, etc, 

En el diseño de los ordenadores se puede destacar tres etapas principa- 
les: sistémica, lógica y técnica. 

En la etapa de diseño sistémica se construye la composición de pares 
de los dispositivós automáticos operacionales y de mando (el esquema ge- 
neral en bloque del ordenador), se determihan la capacidad necesaria de 
memoria de los dispositivos automáticos, su interacción basada en la selec- 
ción de sistema de instrucciones, lenguajes interiores y exteriores del orde- 
nador, etc. En esta etapa, la información de partida es un conjunto de clases 
de problemas los que deben ser resueltos por el ordenador a diseñar y de 
sus parámetros (velocidad de funcionamiento, costo, dimensiones extremas, 
ete). 

Los dispositivos automáticos examinados en la etapa de diseño sistémi- 
ca tienen gran capacidad de memoria que supera, como ya lo indicamos, 
101% bitios. Por esta razón en el presente los problemas de la etapa sistémica 
se resuelven empleando la simulación en programas. 

En el etapa sistémica, el proceso de resolver el problema por el método 
de simulación en programas suele tener los siguientes pasos: 

a) la composición de un modelo matemático que refleja las propiedades 
principales del dispositivo en simulación o del ordenador en total; 

b) la elaboración de un algoritmo simulador, su registración en un len» 
guaje destinado para describir los modelos de los ordenadores; 

c) la realización del algoritmo simulador en un ordenador; 

d) el análisis de los resultados y la corrección del modelo del dispositivo 
o del ordenador. 

La simulación en programas permite determinar las características pri 
cipales del ordenador a diseñar y los puntos «flacos» de su estructura. 

En la etapa de diseño lógico de los ordenadores se sintetizan directa- 
mente los esquemas lógicos (funcionales) de todos los bloques del ordena- 
dor, Para esta etapa, como la información de partida se presentan los algo- 
ritmos de funcionamiento de los bloques. 
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En la etapa de diseño técnico se construyen, basándose en los esquemas 
lógicos, los esquemas principales de montaje y se prepara la documentación 
técnica para fabricar los ordenadores. 

El diseño lógico consiste en la síntesis de los dispositivos automáticos 
operacionales y también de los de mando. Debido a que la capacidad de 
memoria de los dispositivos automáticos operacionales es prácticamente 
infinita, en el presente estos últimos se sintetizan con ayuda de la simula- 
ción en programas. Para realizar la síntesis formalizada de los dispositivos 
automáticos operacionales es necesario desarrollar la teoría de los dispositi- 
vos automáticos infinitos, mientras que para formalizar la síntesis de autó- 
matas de mando es posible aplicar la teoría de los dispositivos automáticos 
finitos. 

Según esta teoría, en la proyección de los dispositivos automáticos de 
mando distinguiremos dos etapas principales: la construcción del operador 
de autómata y la síntesis estructural del dispositivo automático. 

1. Etapa de la construcción del operador de autómata. En esta etapa- 
se construye el sistema de funciones de salida Y = f(X, Z*) y el sistema 
de funciones de excitación Z” = AX, Z*). 

Una aplicación de autómata escrita en forma de un sistema de funciones 
de salida y funciones de excitación se denominará operador de autómata. 

A su vez, esta etapa se compone de tres subetapas: algoritmica, abstrac- 
ta y de codificación (distribución) de estados interiores de autómata. 

En la etapa de la proyección algorítmica un operador dado A se formali- 
za como un algoritmo, partiendo de las exigencias planteadas (la simplici- 
dad de cumplimiento de las operaciones, la velocidad de funcionamiento, 
la reducción máxima de gastos para los aparatos, etc.). La búsqueda del 
algoritmo óptimo por el operador dado A se puede representar en forma 
de un árbol, cada vértice pendiente del cual corresponde a un algoritmo 
determinado, es decir, a una composición determinada de los dispositivos 
automáticos operacional y de mando. Para hallar el algoritmo óptimo, tene- 
mos que realizar el sondeo de todos los vértices pendientes, cuyo número 
no es sabido y se determina por el grafo de desarrollo de las transforma- 
ciones que se examinan. 

Por ejemplo, sea que es necesario sintetizar un dispositivo aritmético” 
que realiza la operación cuadriádica de sumación. En función del algoritmo 
elegido para cumplir este trabajo, obtenemos un esquema en bloque deter- 
minado del dispositivo a sintetizar que se caracteriza por la velocidad de 
funcionamiento y gastos para los aparatos. En este caso se puede proponer, 
por ejemplo, tres variantes del algoritmo. 

Variante 1. Sumamos dos primeros números, adicionamos el tercer mú- 
mero a la suma obtenida y otra vez adicionamos el último número a la 
suma obtenida. Esta variante del algoritmo se caracteriza por el tiempo 
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Fig. 4.7 


de cumplimiento de la operación 7, y los gastos para los aparatos en forma 
de un sumador, cuatro registros, bloque de mando y canales de comunica- 
ción necesarios. A este algoritmo le corresponde el esquema en bloque 
representado en la fig. 4.7, a. 

Variante 2. Sumamos simultáneamente el primer número y el segundo, 
el tercero y el cuarto; inscribimos los resultados en el primero y el tercer 
registro, respectivamente, y luego los sumamos en el primer sumador. El 
resultado final lo inscribimos en el primer registro. Esta variante de cumpli- 
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miento del trabajo A se caracteriza por el tiempo de cumplimiento 72 y 
los gastos para los aparatos representados en el esquema en bloque de esta 
variante (fig. 4.7, b). 

Variante 3. Sumamos dos primeros números en un sumador, dos segun- 
dos en el segundo sumador, las sumas obtenidas, en el tercer sumador, Ins- 
cribimos el resultado en el primer registro. Esta variante se caracteriza por 
el tiempo de cumplimiento de la operación 73 y los gastos para los aparatos 
dados en la fig. 4.7, c. 

Una u otra variante del algoritmo que realiza el trabajo A se escoge 
partiendo de las restricciones concretas para los gastos de aparatos y el 
tiempo de cumplimiento de las operaciones dadas. 

Cada vértice pendiente del árbol de búsqueda se estima por el tiempo 
de cumplimiento de una transformación dada y la complejidad de los apa- 
ratos (la complejidad de los dispositivos automáticos operacional y de man- 
do). La complejidad del dispositivo automático operacional se aprecia por 
el cálculo inmediato de los gastos de aparatos. Utilizando el concepto de 
derivada del modelo, se puede apreciar la complejidad del dispositivo auto- 
mático de mando. 

En la ctapa abstracta se resuelve el problema de minimizar la capacidad 
de memoria del dispositivo automático. En la etapa de codificación (distri- 
bución) de los estados interiores del autómata a cada uno de ellos se les 
pone en correspondencia un código, es decir, un conjunto determinado de 
estados (valores) de elementos de la memoria. 

Al cumplir las etapas consideradas componemos los sistemas de fun- 
ciones de salida y de funciones de excitación del dispositivo automático, 
O sea, construimos el operador de autómata y luego pasamos a la síntesis 
estructural. 

11. Etapa de la síntesis estructural del autómata. Esta etapa consiste en 
que de los elementos dados se construye el esquema lógico (funcional) del 
dispositivo automático que realiza el operador de autómata obtenido. A 
continuación consideremos la síntesis estructural con más detalles. 


$ 4.3. Fundamentos aritméticos de los dispositivos 
automáticos operacionales 


El proceso de cálculo, que realiza un programa en el ordenador representa 
en sí las transformaciones de números en paralelo y en serie. Cada número 
es una sucesión de cifras. 

La palabra «cifra» proviene de la palabra árabe «sefr» traducida al latín. 
Ésta, a su vez, es traducción de la palabra sánscrita «suña» (alfabeto «deva- 
nagari») que significa «lugar vacío» («orden»), en el cual se pone un signo 
numérico al dar relaciones cuantitativas. 

Llámase sistema de numeración o numeración una colección de procedi- 
139 
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mientos y reglas para denotar y denominar los números. El sistema de nu- 
meración de las reglas de inscripción codificada de equivalentes cuantitati- 
vos permitiendo obtener univocamente para toda cantidad su inscripción 
en código y por toda inscripción en código, su respectivo equivalente cuan- 
titativo. Un conjunto de signos elementales que se utilizan para codificar 
se denominan cifras del sistema de numeración. 

Sistemas de numeración son posicionales y no posicionales. En los siste- 
mas no posicionales a cada cifra se le ha puesto univocamente en corres- 
pondencia un equivalente cuantitativo estándar, mientras que el equivalente 
cuantitativo del código del número se calcula como una función de los 
equivalentes cuantitativos de las cifras que integran la inscripción de este 
código. Un ejemplo de tal sistema es el sistema de numeración, en la que 
se utiliza sólo una cifra, por ejemplo, 1. A esta cifra se le ha puesto en 
correspondencia el equivalente cuantitativo igual a la unidad. Entonces el 
código 111 111 significa el equivalente cuantitativo seis; aquí la función para 
calcular el equivalente cuantitativo del código es la función de adición. En 
los sistemas posicionales un equivalente cuantitativo se pone en correspon- 
dencia no unívoca a cada cifra dependiendo de su posición en el código 
del número. Examinaremos solamente inscripciones linealmente ordenadas. 
En la inscripción escojamos el comienzo de la lectura (orden nulo). Los 
órdenes a la izquierda de éste enumeremos con 1, 2, ... y a la derecha, con 
1, 2, .... A cada cifra a, situada en el orden de número j se le pone 
en correspondencia un equivalente cuantitativo p(a,, j). La función p ora 
es igual para todos los órdenes, ora su forma cambia de orden a orden, 
A continuación se examinarán solamente los sistemas posicionales de una 
función e igual para todos los órdenes. Cualquier sistema posicional se 
prefija por tres componentes: (4, p, F). Aquí A es el conjunto de las 
cifras del sistema; e es la función que para las cifras en cada orden determi- 
na su equivalente cuantitativo; F es la función que por los equivalentes 
cuantitativos de la inscripción del número determina el equivalente cuanti- 
tativo del propio número. 

Según la forma de la función F elijamos dos tipos de sistemas de nume- 
ración: aditivos y multiplicativos. En los sistemas del primer tipo F es la 
función de adición, en los del segundo F es la función de multiplicación. 
No examinaremos otros tipos de F. 

Si para cualesquiera cifras A y cualquier j tiene lugar la igualdad p(ai, 
j) = S-e(a,, 0), se trata del sistema de numeración de la base S. Si (ai, 
J) = prela, 0) y p no coinciden para distintos j, el sistema es de tipo de 
valores ponderables y p, son pesos de los órdenes. 

Si en un sistema de la base S el conjunto de cifras comprende 0, 1,... 
+. S — 1, el sistema tiene el conjunto lógico de cifras (sistema lógico de 
numeración), si S =m + k + 1 y el conjunto de cifras es { 1, M + Lp... 
., =1, 0, 1, ... K}, entonces para m = k el sistema tiene el conjunto simétri- 
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co de cifras (sistema simétrico de numeración), cuando k>m o m>k el 
sistema tiene el conjunto de cifras asimétrico en sentido positivo o negativo, 
respectivamente, (sistema asimétrico de numeración). 

Con la mayor frecuencia se usan sistemas lógicos de numeración de la 
base natural. En un sistema de la base S cualquier número x puede represen- 
tarse en la forma siguiente: 

x= Y (as, (4.8) 
donde (a;) es el equivalente cuantitativo de la cifra a, en el orden nulo. 

En un sistema lógico de numeración de la base natural S, el desplaza- 
miento de un número entero x en un orden a la derecha significa la división 
en números enteros de x por S. El resto obtenido es una cifra situada antes 
del desplazamiento en el orden nulo. El algoritmo de traspasar números 
enteros de un sistema de numeración de la base natural R a otro de la 
base natural Q consiste en lo siguiente. Un número x escrito en el sistema 
de numeración de la base R se divide por Q según las reglas de división 
en este sistema hasta obtener el resto. Si el cociente de la división no es 
igual a 0, pasa a ser divisible y el proceso de la di n por Q continúa 
hasta que el cociente obtenido sea igual a O. Los restos escribimos en el 
orden inverso de obtenerlos («del último al primero») y así tenemos la de- 
notación del número x en el sistema de numeración de la base Q. 

En el sistema lógico de numeración de la base natural S, el desplaza- 
miento del número fraccionario x en un orden a la derecha significa la 
multiplicación de x por S. La parte entera obtenida, tal vez igual a 0, es 
una cifra situada en el orden —i antes del desplazamiento. De aquí, el algo- 
ritmo de traspasar números fraccionarios (fracciones R-arias) de un sistema 
de numeración de la base R a otro de la base Q consiste en lo siguiente. 
La denotación fraccionaria de un número x se multiplica por Q según las 
reglas de multiplicación en el sistema de numeración de la base R. En el 
producto obtenido se separa la parte entera (tal vez, nula). La parte frac- 
cionaria del producto se multiplica otra vez por Q, luego se separa la parte 
entera del producto, etc. multiplicando X veces con el traspaso de exactitud 
hasta Q” *. Para obtener la denotación del número x en el sistema de nume- 
ración de la base Q (con exactitud de O 74), después de la coma se escriben 
todas las partes enteras de los productos según el orden de su obtención. 

Examinemos un ejemplo de emplear estos algoritmos para traspasar el múmero decimal 
11,87 al sistema quinario. Dividimos el número 11 por $ en números enteros: II = 2-5 + 1, 
2 = 0:5 + 2. En el sistema quinario el número 11 se denota como 21, Se puede traspasar 
la parte fraccionaria de 0,87 con exactitud hasta de 5”?: 0,87-5 = 4,35; 0,35:5 = 1,75. Por 
consiguiente, en el sistema quinario el número 0,87 se denota como 0,41. En definitiva, tene- 
mos (11,87)10 = (2L,41)s. e 

En los sistemas lógicos de numeración que adquirieron la máxima pro- 
pagación, se puede escribir los números (si la base es natural) solamente 
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de un signo. En estos sistemas para representar números del otro signo se 
utiliza el signo especial «+» o «—». Es más conveniente codificar el signo 
del número con ayuda de cifras utilizadas para escribir el número. Para 
esto, en la denotación del número se escoge un orden especial llamado de 
signo. La cifra situada en él no codifica el equivalente cuantitativo y no 
participa en cálculos del equivalente por medio de la función E 

Codificamos el signo «+» con el cero y el signo «—» con la cifra 
(S — 1) en el orden nulo cuando representamos números x, |x| <1. Para 
esto determinemos el código directo de un número x, |x| <1 del modo 
siguiente: 

o E XIX. + » Xm Cuando x>0 

S=1 x1X2 -.. Xm cuando x<0. 


Teniendo en cuenta que |x| <1, esta correlación puede escribirse en la 
forma 
bi E cuando x>0, 
S-1+|x|, cuando x<0. 


En el presente se usa ampliamente la forma semilogarítmica de represen- 
tación de los números o la representación de punto flotante. 

En un sistema de numeración de la base natural S, cualquier número 
x puede expresarse (multiformemente) como S”®m(x), donde | m(x) | <1. 
Denominaremos m(x) y p(x) respectivamente mantisa y orden del número 
x en el sistema de la base S. Si para un S fijado damos p(x) y m(x), el 
número x se determina univocamente. El par p(x) y m(x) está almacenado 
en la memoria del ordenador. Para representar univocamente los números 
en forma semilogarítmica habitualmente es necesario que la mantisa satis- 
faga la desigualdad S”'<m(x)<1. La mantisa de este tipo se denomina 
normalizada. 

Representando el múmero para la máquina en el orden más izquierdo 
se codifica el signo del orden, después en m órdenes se anota el valor del 
orden, después van el orden para el signo de la mantisa y m Órdenes para 
escribir el valor de la mantisa. 

Examinemos la realización de las operaciones de adición, sustracción, 
multiplicación y división en las aritméticas posicionales con el conjunto 
lógico de cifras. Para cualquier base S, las operaciones de adición y mul- 
tiplicación se determinan por las tablas de cumplimiento de estas opera- 
ciones en un orden y por las reglas de formar traslados a los órdenes supe- 
riores. Además, es necesario que en la operación participen los órdenes 
correspondientes de los sumandos. Por eso, cuando se realiza la adición . 
es también necesario justificar los órdenes de los sumandos (desplazar las 
mantisas de modo que se sumen los órdenes de números iguales). 

Para realizar la adición algebraica, los Órdenes se justifican cuando se 
aumenta ún orden inferior hasta un superior. Para que no cambie en este 
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caso el equivalente decimal del número, es necesario que cada aumento 
del orden en una unidad se compense por el desplazamiento de la mantisa 
a un orden a la derecha. 

El resultado obtenido toma el orden justificado. Normalizando la man- 
tisa del resultado es necesario desplazarla a la derecha (en un orden) o a 
la izquierda hasta que se cumplan las condiciones de normalización. Para 
que al mismo tiempo se conserve el equivalente cuantitativo del número, 
es necesario aumentar (al desplazar la mantisa a la derecha) o disminuir 
(al desplazar la mantisa a la izquierda) el orden del resultado en el número 
de unidades que coincide con el número de desplazamiento. 

Durante la sustracción de dos números surgen las complicaciones vincu- 
ladas con que se toman prestadas unidades de órdenes superiores. Esta ope- 
ración se realiza mal en los ordenadores modernos para los sistemas de 
numeración con un conjunto lógico de cifras y una base natural. Para los 
sistemas con una base negativa o con una base natural y un conjunto si- 
métrico (asimétrico) de cifras es fácil realizar esta operación: el sustraendo 
se invierte (o sea, en vez de denotar el número x se denota el número =x 
en este sistema) y se suman los códigos obtenidos. Para los sistemas con 
una base natura) y un conjunto lógico de cifras, las operaciones de la adi- 
ción algebraica se realizan por medio de los códigos complementario e in- 
verso de estos números. 

Cambiemos la operación de sustracción y — x por la operación de adi- 
ción y + (S — x) después de que sigue Ja disminución del resultado en $: 


Yox=y+(S-x)-S. (4.93) 

Introduzcamos el concepto del código complementario de un número x: 
= (% x20, 

ble = E +% x<0. 


La operación de sustracción puede cambiarse por la de adición también 
a base de la siguiente correlación: 


y-xuy+ (SS xi) -S+ 8" (4.90) 
De aquí obtenemos la definición del código inverso del número x: 

em AS Chando x<0 450 
De las correlaciones (4.9b) y (4.94) obtenemos 

E (4.90) 
Según la fórmula (4.9b) el código complementario del número negativo 
xxx... Xa, |x| <1, tiene la siguiente forma: 


de = (S — 1). (S-1-xM8-1-x)... (S — xp). 
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Según la correlación (4.9e) el código inverso de este número tiene la forma 

[xh = (S ~ 1). (S- 1- la XMS-1-=x%)... (S ~ 1 = Xa). 

De esta manera tenemos las siguientes reglas de formación de los códi- 
gos complementario e inverso para los números negativos. 

1. Para obtener el código inverso de un número negativo es necesario 
en cada orden de la denotación S-aria del número cambiar la cifra de este 
orden por la que la complementa hasta S — 1. En el orden de signo hay 
que escribir la cifra S — 1. 

2. Para obtener el código complementario de un número negativo, es 
necesario sumar la unidad al orden inferior de su código inverso. 

Basándose en las fórmulas (4.92) y (4.9c) tenemos, respectivamente, las 
siguientes reglas de la adición algebraica. 

1. Para realizar la adición algebraica de dos números x e y de signo 
arbitrario en el sistema de numeración de la base natural S y un conjunto 
lógico de cifras es suficiente escribir estos números en el código comple- 
mentario, sumar los códigos obtenidos según las reglas de adición de núme- 
ros en el sistema de la base S y omitir la unidad de traslado del orden 
de signo, si ella aparece. El resultado obtenido es el código complementario 
de la suma algebraica de los números x € y. 

2. Para realizar la adición algebraica de los números x e y de signo 
arbitrario en el sistema de numeración de la base natural S y un conjunto 
natural de cifras, es suficiente escribir estos números en el código inverso, 
sumar los códigos obtenidos según las reglas de adición de los números 
en el sistema de la base S y añadir una unidad en el orden inferior de la 
expresión obtenida, si al sumar aparece la unidad de traslado del orden 
de signo. El resultado obtenido es el código inverso de la suma verdadera 
(algebraica) de los números x e y. 

Para multiplicar, es necesario sumar órdenes de los factores, multiplicar 
mantisas según las reglas de multiplicación de los números, normalizar el 
resultado y, si la mantisa del resultado se ha desplazado, cambiar respectiva- 
mente el orden del producto. Cuando se realiza la división, del orden del 
dividendo se sustrae el orden del divisor. La división de mantisas se sustitu- 
ye por sustraer el divisor del dividendo hasta obtener la diferencia negativa 
como resultado de la sustracción de turno. Luego suman el divisor y la 
diferencia negativa (esta operación se llama restablecimiento del resto) y 
en calidad de cifra del cociente se escribe el número de sustracciones del 
divisor sin tener en cuenta la última sustracción. Luego el resto se hace 
dividendo y el papel de divisor lo juega el divisor antiguo desplazado en 
un orden a la derecha, etc. La mantisa del cociente se normaliza y, respecti- 
vamente, cambia el orden del cociente. 

Como ya hemos señalado, un sistema de numeración es de valor ponde- 
rable, si para todo orden de número j se puede indicar un número py tal 
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que el equivalente cuantitativo correspondiente a una cifra æ escrita en este 
orden es igual a py-(a;), donde (a,) es un equivalente cuantitativo correspon- 
diente a la misma cifra en el orden nulo. A la correlación (4.8) le es análoga 
la siguiente expresió 


x= Y (adn. 
a 

En la técnica de cálculo tienen interés los sistemas bidecimales de nume- 
ración, en los cuales cada cifra decimal se codifica con cuatro cifras bina- 
rias y, por consiguiente, cada orden de la inscripción decimal se sustituye 
por cuatro órdenes. Si a estos cuatro órdenes les corresponden unos pesos, 
tiene lugar un sistema de valor ponderable para estos cuatro órdenes 
binarios. 

Al utilizar los sistemas bidecimales en los ordenadores, es descable que 
la codificación (es multiforme puesto que para codificar diez cifras se puede 
usar cualesquiera de 16 tétradas de ceros y unidades) satisfaga unas restric- 
ciones. Citemos cinco exigencias principales formuladas por Rutishauser. 

1. Unicidad. Es necesaria la correspondencia unívoca entre las cifras 
y las tétradas. Si esta exigencia no se cumple es imposible codificar y deco- 
dificar los números. En otras palabras, hace falta codificar distintas cifras 
decimales con las tétradas diferentes. 

2. Ordenación. A cifras decimales mayores les deben corresponder tétra- 
das mayores (según el equivalente cuantitativo). Es necesario cumplir esta 
exigencia cuando se comparan los números codificados. 

3. Paridad. A las cifras decimales pares les deben corresponder las tétra- 
das pares (que tienen cero (unidad) en el orden derecho extremo), mientras 
que a las cifras impares, las tétradas impares. 

4. Propiedad complementaria. Si la suma de cifras del sistema decimal 
€s igual a nueve, a estas cifras les hay que poner en correspondiencia las 
tétradas mutuamente invertidas (es decir, obtenidas una de otra sustituyen- 
do unidades por ceros y viceversa). Es necesario cumplir esta exigencia para 
introducir el código complementario o inverso en el sistema bidecimal. 

5. Valor ponderable. Deben existir cuatro pesos pı, pa, ps y pa tales que, 
si a una cifra decimal x se le ha puesto en correspondencia una tétrada 
aiazasas, tiene lugar la igualdad x = ap + azp + aaps + aapa. 

Una codificación que satisface todas las cinco exigencias se denomina 
perfecta. 

Acordémonos designar la tétrada puesta en correspondencia a una cifra 
decimal xmediante q(x). Consideremos las reglas de adición para los núme- 
ros escritos en el sistema bidecimal. Sean tomadas cifras x e y en el sistema 
decimal. Entonces x+y es ora una cifra nueva de este sistema (si 
x + y<10), ora el resultado de sumar estas cifras es la cifra correspondiente 
ax + y — 10 y aparece la unidad de traslado al orden siguiente. Entonces, 
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en el sistema bidecimal, las reglas de adición tienen forma 


= fa(x + y), cuando x + y<10, 
20) + q0)= pa + y — 10) + 16, cuando x + y>10, 


(4.10) 


Aquí la adición de 16 corresponde al traslado de la unidad al orden 
siguiente (el traslado al orden derecho de la tétrada que está a la izquierda 
de la dada). Según se desprende de la correlación (4.10), es necesario hacer 
correcciones, sumando los números en tal sistemas. 

Por ejemplo, sea que toda cifra decimal se codifica con su inscripción 
en el sistema binario empleando cuatro Órdenes binarios. En este caso la 
cifra 5 se codificará con la tétrada 0101. Tal procedimiento de codificación 
se denomina código de sustitución directa (8421). En este caso, teniendo 
en cuenta que para el código de sustitución directa q(x) = x, la correlación 
(4.10) puede escribirse en la forma 


= [fx + y, cuando x + y<10, 
20 +90 prs + 6, cuando x + y> 10. 


De este modo, sumando en el código de sustitución directa, es necesario 
en todo par de tétradas sumar según las reglas de la adición binaria, tenien- 
do en cuenta el traslado entre las tétradas, si este último surge. Después 
de esto, a los órdenes, donde la suma de las cifras codificadas supera 10, 
hay que añadir la corrección 0110. Lo ilustremos con el siguiente ejemplo. 
Sea que haga falta hallar la suma de los números 205 y 768. Cumplamos 
las operaciones necesarias: 


205 — 0010 0000 0101 i 
768 - onı „ono 1000 Codificación, 
+ ¡001 oio 1101 primera sumación 
0000 0000 0110 


973 — 1001 0111 0011 resultado. 


El código de sustitución directa satisface todas las exigencias de Ru- 
tishauser excepto la cuarta. La infracción de esta exigencia no permite intro- 
ducir el código complementario o inverso, lo que, a su vez, no permite susti- 
tuir la sustracción por la operación de adición. Para cumplir la propiedad 
complementaria, codifiquemos toda cifra decimal x con la tétrada q(x), 
igual a x + 3. El código obtenido se denomina código por exceso de tres 
o código de Stibitz. En este caso la correlación (4.10) toma la siguiente 
forma: 

x + y +3, cuando x + y<10, 
200 + 90) = E + y — 10) + 3 + 16, cuando x + y>10. 


De tal modo, en el código por exceso de tres se necesita la corrección 
+3(0011), cuando x + y>10 y la corrección —3(-0011:1100 en el código 
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inverso y 1101 en el complementario), cuando x + y<10. Pongamos por 
ejemplo la sumación de los números —471 y 607 utilizando el código 
complementario: 


— 471 : 1000 0101 1100 " à 
+607 : 1001 0011 w eran. 
10001 1001 0110 primera sumación, 
+ 0001 1001 0110 omitimos el traslado del orden 
izquierdo, 
0011 1101 0011 correcciones, 
136-0100 omo 1001 Obtención del resultado después de ha- 
cer correcciones. 


La codificación por exceso de tres no posee del valor ponderable. La 
única codificación que tiene todas las cinco propiedades es la codificación 
de Aiken-Emeriax. Sus pesos son 2 4 2 1, 


En calidad de ejercicio, demostrar que la codificación de pesos 2 4 2 1 es perfecta: 
0—0000,1—0001,2—0010,3—0011,4—0100, 
5$—1011,6-—1100,7—1101,8—1110,9—1111 
Analizando los códigos, notemos que 


6% cuando x<5, 
di E + 6, cuando x>5; 


para determinar las reglas de adicionar las tétradas en este código, es nece- 
sario considerar los siguientes casos: 


1x5, y<5,x+y<5, 
a) + qO) = x + y; qx +y) =x + y; A = O. 
2. x<5, y<5, 5<x + y< 10, 
q) + q0) = x + y; q(0+y)=x+y+6A=6, 
3. x<5, y>5, 5<x + y<10, 
90) + qU) =x + O + 6), qx + y) =x + y+ 6; A = O 
4. x<5, y>5, 10<x + y<15, 
q(x) + q) = x + 0 + 6), q(x + y) + 6 (traslado, 
véase (4.10)) = x + y + 6, A = 0. 
x>5, y>5, 10<x + y<15, 
90) + 90) = œ + 6) + O + 6), q(x + y) +6 =(x + y) + 63 
A=. 
n x25, y>5, x+ y>15, 


ax) + 90) = (x + 6) + W + 6), qix + y) +6 = (x + y +6) +6; 
A=0. 


a 


ES 
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Por lo tanto, si sumamos x + y en el código de Aiken—Emeriax necesi- 
tamos la corrección +6 en las tétradas, donde x<S, y<5, 5<x + y<10 
y la corrección —6, donde x>3, y>5, 10<x + y< 15. 

En este código sumamos el par ya examinado anteriormente de los nú- 
meros 471 y 607 empleando, además, el código complementario. Tenemos 


— 471 : 1011 0010 nu 
+607: 1100 0000 1101 
OIM oot 1100 sumación, 
om oo 1100 Mitimos el traslado del orden 
; izquierdo, 
1010 0000 0000 correcciones, 
+ caso5 casol caso 8 


136 : 0001 0011 1100. 

Un sistema de numeración que permite hacer cálculos en cada orden 
independientemente de los resultados obtenidos en otros órdenes es el códi- 
go en restos. Llámase conjunto de módulos de un código en restos un con- 
junto / de los números naturales mutuamente simples: gi, 92, >- =» Qt 

Designemos el resto de la división del número x por q, mediante 


} codificación, 


ši => Se denomina código en restos de un número x conforme a un 
7 
x X 


conjunto de módulos gı, gz, - - „» qı una expresión de tipo res -ž- res + 

-res -Ž, Si res ma y res om p, se tiene x = nq; + a è y = 
= mq: + 8. Sumemos estas igualdades. Resulta x + y = (n + m)q; +(a + 
+ ß). Ahora multipliquemos respectivamente los miembros derechos e iz- 
quierdos de las igualdades iniciales xy = (mnq, + nf + majqi + aß. Si 
a + B<qu y «8<qu se puede afirmar que, sumando y multiplicando dos 
números, sus restos de la división por q, se suman o se multiplican también. 
Si a + 8>q 0 a8>q,, dividiendo cada una de ellas por q; y determinando 
el cociente entero obtenemos que la afirmación sobre la adición y la mul- 
tiplicación de los restos coincide con la afirmación anterior, si considera- 
mos que después de cumplir estas operaciones se realiza la división por 
el módulo del orden dado y la selección del resto verdadero. La operación 
semejante puede tener lugar para cada q; independientemente, por eso el 
código en restos permite sumar y multiplicar por órdenes, lo que, a su vez, 
permite aumentar la velocidad de cumplir las operaciones en los 
ordenadores. 

Por ejemplo, sea que existe el sistema de tres módulos: 7, 8, 9. Entonces, 
para los números x = 11 e y = 6, los códigos en restos son 432 y 666, res- 
pectivamente. Sumemos y multipliquemos por órdenes los códigos de x e 
y; entonces obtenemos 10 9 8 y 24 18 12. En cada orden, dividamos el 
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resultado por el módulo de este orden y saquemos el resto verdadero; obte- 
nemos 318 y 323, respectivamente. La suma y el producto (iguales a 17 
y 66) de x e y tienen códigos en restos 318 y 323. 

Para obtener la correspondencia biunívoca de los números en el código 
en restos debemos tener en cuenta que si el producto de todos los módulos 
qu utilizados para codificar es igual a N, en el código en restos se puede 
codificar biunivocamente con estos módulos sólo N números distintos (de 
Oa N- 1, de Na 2N — 1, etc). El número N se denomina potencia del 
sistema de módulos. 
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El diseño del operador de autómata consiste'en construir una aplicación 
de autómata según una descripción verbal prefijada que incluye el objetivo 
del diseño, la destinación del dispositivo automático que se sintetiza y las 
propiedades de funcionamiento del objeto controlado que junto al disposi- 
tivo automático diseñado realiza el objetivo planteado. 

Por regla general, la aplicación de autómata se prefija en forma de un 
grafo de transiciones. El grafo de transiciones es un grafo G = (V(X, Y), 
cada vértice del cual corresponde biunivocamente a un estado interior de 
dispositivo automático; si éste pasa de un estado S; al estado Sy, sus vértices 
respectivos v; y vy se unen mediante un arco (u, w)€U ponderado por un 
par de vectores de (X, Y), mediante los cuales se realiza este paso. 

En la etapa algorítmica, la información no formalmente prefijada se 
transforma en un sistema formal como un operador de autómata. Al mismo 
tiempo se emplea el principio de analogías. Formalmente este paso puede 
basarse en aplicar las gramáticas, cuyas reglas de sustitución formalizan 
las propiedades dadas del objeto controlado. Resulta que se engendran las 
composiciones de los grafos de transiciones que satisfacen la descripción 
verbal prefijada. Muchas veces esta composición es una jerarquía de dos 
niveles. El primer nivel comprende los grafos de transiciones, cuya reacción 
es una acción directa de mando sobre el objeto controlado. El segundo 
nivel es el grafo de transiciones, cuya reacción corresponde a la exitación 
de los vértices iniciales de los grafos del primer nivel. 

Examimenos la formación de los grafos de transiciones para los disposi- 
tivos automáticos que realizan las unidades de la técnica de cálculos y de 
la automática industrial. 

Sea prefijado un dispositivo automático operacional en forma de un dispositivo aritméti- 
co de acción sucesiva representado en la fig. 4.8. Este dispositivo contiene cuatro registros 
RI, R2, R3, R4 y un sumador de un orden de tipo combinado que se comunican entre sí 
mediante los canales y las válvulas controlados. En el dispositivo los números de cuatro òrde- 
nes se representan en el código binario 8421, 

Sinteticemos el dispositivo automático que controla la calculación de la mantisa del co- 
ciente. Antes de empezar a cumplir la operación, el dividendo a está en el registro RI, el 
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divisor b, en el registro R2, los números a y b están normalizados y el cociente se forma 
en el registro RI- 

Durante el cumplimiento de la operación de división sustituimos la sustracción por la 
adición en el código complementario y empleamos el siguiente algoritmo. 

1. En el código complementario sustraemos el contenido del registro R2(b) del contenido 
del registro R/(a), copiando simultáneamente el contenido del registro R/ en el registro R4, 

2, Si a - b>0 cumplimos el punto 3, en caso contrario, el punto 4. 

3. loscribimos la diferencia a — b en el registro R7, ponemos el registro R4 en «cero», 
inscribimos 1 en el registro R3, desplazamos el divisor en un orden a la derecha y el registro 
del resultado a la izquierda, pasamos al punto 5. 

4, Inscribimos el contenido del registro R4 en el registro R/ y O en el registro R3, desplaza- 
mos el divisor en un orden a la derecha y el registro del resultado a la izquierda, pasamos 
al punto $, 

5. Si el punto 1 se ha cumplido menos que cinco veces, pasamos al punto 1, en caso 
contrario al punto 6. 

6. El fin (en caso general, el control se transmite al bloque de normalización del cociente). 

Para simplificar, consideremos que el código del nulo está inscrito de antemano en el 
registro R3. 


Si conocemos el dispositivo automático operacional y el algoritmo que 
se realiza, componemos el diagrama temporal de funcionamiento del dispo- 
ivo automático de control que es el algoritmo para cumplir esta opera- 
ción en términos de puntos de control, microoperaciones. A cada microope- 
ración le corresponde un canal de salida del dispositivo automático de man- 
do. De aquí el número de canales de salida del dispositivo automático que 
se sintetiza es igual al número de todas las microoperaciones. 
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El conjunto de microoperaciones del dispositivo considerado es el siguiente: DR/ es el 
desplazamiento del registro RI; DR2 es el desplazamiento del registro R2; DDR3 es el despla- 
zamiento derecho del registro R3; DIR3 es el desplazamiento izquierdo del registro R3; DR4 
es el desplazamiento del registro R4 (la presencia del registro R4 permite omitir el restableci- 
miento del resto); CDI es el código directo del contenido del registro R/; CD2 es el código 
directo del contenido del registro R2; CIZ es el código inverso del contenido del registro Ri; 
CI es el código inverso del contenido del registro R2; ER] es la entrada del registro RI; 
ER2 es la entrada del registro R2; PO» RI es la puesta en «cero» del registro RI; EIR3 
es la entrada del registro R3 a la izquierda; EDR3 es la entrada del registro R3 a la derecha, 
CRI es el ciclo del registro RI; CR2 es el ciclo del registro R2, +1 E es la entrega de la 
unidad en la cadena de traslado det sumador; L4 es el funcionamiento con los vectores de 
longitud 4; Z5 es el funcionamiento con los vectores de longitud $; L6 es el funcionamiento 
con los vectores de longitud 6; L7 es el funcionamiento con los vectores de longitud 7; R4=R1 
es la transmisión del contenido del registro R4 al registro R/ 


La fila del diagrama temporal corresponde biunívocamente a una 
microoperación. 

El conjunto de microoperaciones que se cumplen simultáneamente se 
denomina microinstrucción, el conjunto de sucesiones de microinstruc- 
ciones que corresponde a una operación para cumplir se denomina 
microprograma. Cada microprograma corresponde biunívocamente a un 
valor del vector de entrada X. Por lo tanto, el número de operaciones que 
se cumplen, el número de canales de entrada es igual a [loga | (xi) | ] donde 
[ 1 es el signo del número entero más próximo. 
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Para sintetizar un dispositivo automático de mando que realice un algoritmo prefijado, 
se componen con anticipación diagramas temporales detallando cada punto del algoritmo. 
El rama temporal correspondiente a la calculación del orden nulo del cociente en el dispo- 
sitivo automático operacional (fig. 4.8) según el algoritmo de división mencionado está repre- 
sentado en la fig. 4.9. Los diagramas temporales correspondientes a las calculaciones de los 
órdenes consecuentes del cociente se diferencian de los diagramas representados en la fig. 
43 sólo en el primer bloque, a saber: calculando /-ésimo orden del cociente en vez de cumplir 
la microoperación L4 cuatro veces se cumple respectivamente la microoperación L(4 + i) 
4 + i veces, es decir, calculando el primer orden se cumple la excitación de LS cinco veces, 
«tc. Por consiguiente, para utilizar el primer bloque temporal hace falta «sintonizarlo» antes 
de calcular el orden correspondiente del cociente, 
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La sintonización del primer bloque temporal consiste en lo siguiente: Ly se examina como. 
un parámetro de entrada de este bloque y antes de calcular el orden nulo se adjudica a j 
el valor de 4 y después de calcular todo orden del cociente el valor de j se aumenta en J. 
Sintonicemos el primer bloque temporal introduciendo un registro complementario de cuatro 
órdenes RS, antes de empezar a cumplir la operación de división se inscribe 1 en este registro 
y al cabo de calcular cada orden del cociente el registro R3 se desplaza en un orden, La 
salida del “ésimo orden del registro RS se transmite a la válvula Z(|7| 43). 

Para hallar el número de órdenes calculados del cociente, introduzcamos un contador 
de tres órdenes (C+C), cuyo estado 101 indica que cinco órdenes del cociente están calculados 
y hace falta transmitir el mando al bloque de normalización. 

Basándose en el análisis realizado, es conveniente cambiar el conjunto de microopera- 
clones, a saber: en vez de las microoperaciones L4, LS, L6 y L7 introducir las microopera- 
clones DRS (desplazamiento del registro R5) y 1 en RS (inscripción de la unidad en el registro 
R5) y, también, introducir complementariamente las microoperaciones +1 C,C (adición de 
la unidad al contador de ciclos C,C) y CxC en «O» (puesta del contador de ciclos en «O»). 

De las transformaciones consideradas resutta que el diagrama dado en la fig. 4.9 se trans- 
forma en el diagrama temporal representado en la fig. 4.10. 


El diagrama temporal no da la aplicación de autómata. En efecto, a 
un valor del vector de entrada que determina la operación para cumplir 
le corresponde varios valores del vector de salida (de las microinstruc- 
ciones), es decir, el diagrama temporal prefija una transformación no uní- 
voca del vector de entrada en el de salida. Por consiguiente, esta transfor- 
mación no es aplicación de autómata. Para obtenerla es necesario introdu- 
cir la memoria en el dispositivo automático que se sintetiza. Con ello, el 
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volumen de la memoria, igual al número de todas las microinstrucciones, 
es premiditadamente suficiente. El conjunto del vector de entrada y del esta- 
do de la memoria determina univocamente la microinstrucción. 

En correspondencia con el diagrama temporal construyamos el grafo 
de transiciones del dispositivo automático. Su estado interior se pone en 
correspondencia biunívoca a una columna del diagrama temporal. 


El grafo de las transiciones del dispositivo automático que realiza el diagrama temporal 
4,10) se representa en la fig. 4.11. En esta figura, las microinstrucciones se denotan por 
i5 Jatinas y tienen siguiente forms 


a = (1 en RS, C,C en «O»); 

b = [DR], DR2, CDI, CR, CRI, CR2, HE; +1C:C); 

c = [ER]; d = (DRI, DR2, CDI, CI, CR2); 

e = (HE); f = 1EDR3); g = (DR2, DIR3, DRA\; 

h = (PO» en RI); k = (DR, DIR3, DRA, R4=+R1I; m = (DRS). 

Consideremos que si la unidad (x = 1) llega a la entrada del dispositivo automático de 
mando, éste controla la división. 

Las variables lógicas (etiquetas) que determinan el mando las designaremos mediante 
an contenido del /-ésimo orden del registro RS; 8 es el estado convencional del contador CC; 


b- f si el estado del contador es 101, 


let 


0 en caso contrario; 


To es el traslado al orden nulo cuando se suman los números. 

Examinemos un sistema grande de la automática industrial, sistema para quemar el com- 
bustible sólido en una capa densa. El sistema comprende cuatro hogares semigasógenos, insta- 
laciones de alimentación de combustible y de aire, así como la instalación de desescoriado, 
En la fig. 4.12 se representa el esquema del hogar semigasógeno, donde 7 es el transportador; 
2 es el arado; 3 es la tolva de entrada; 4 es el combustible; 5 es el alimentador; 6 es el cargador; 
7 es el semigas; 8 es la alimentación de aire; 9 es la cámara de trabajo, 10 es la escoria; // 
es la capa del combustible recién cargado; /2 es la zona de reducción; /3 es la zona de combus- 
tión; 14 es la zona de escoria; 15 es el emparillado, 

Los hogares semigasógenos son un tipo de los hornos industriales y forman parte del 
servicio de gas de una fábrica. La automatización del mando de los procesos de combustión 
en los hogares es una de las tareas de automatización de todo el proceso tecnológico. La 
completitud de gasificación la determina el porcentaje de bióxido carbónico en el semigas. 
Si el porcentaje aumenta, el calor de combustión del semigas disminuye y la temperatura 
del hogar aumenta. Antes de salir del hogar, el semigas se mezcla con el aire secundario y 
se suministra a la cámara de trabajo, El hogar se alimenta con combustible por medio de 
un sistema compuesto de un transportador, un lanzador de tipo arado, una tolva de entrada, 
un alimentador y un cargador. La escoria se quita empleando sacudidoras, una válvula de 
arranque y vagones. El aire destinado para quemar el-combustíble se suministra utilizando 
la válvula de alimentación del aire primario. 

El mando del proceso de gasificación se realiza manteniendo un espesor determinado 
de la capa del combustible que se quema (de 200 a 400 mm para antracita, de 400 a 800 
mm para hulla y fingito), es decir, se determina por la intensidad de alimentación de combus- 
tible, del aire primario y de extracción de escoria de la zona de combustión. 

El sistema de mando de combustión tiene los siguientes canales (fig. 4.13) que son micro- 
operaciones en el diseño del dispositivo automático de mando: X/ es cl arranque y la parada 
del proceso de gasificación; K2 es la indicación del funcionamiento del proceso de gasifica- 
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ción; K3 es el arranque y la parada de llenado de las tolvas de entrada; K4 es la indicación 
de llenado de las tolvas de entrada; K5 es el arranque y la parada de alimentación de los 
hogares con combustible; X6 es la indicación de alimentación de los hogares con combustible; 
K7 es la detención de gasificación en el primer hogar; K8 es la indicación del estado del 
canal K7; K9 es la detención de gasificación en el segund tolva; K10 es la indicación del 
estado del canal K9; K/1 es la detención de gasificación en la tercera hogar; K12 es la indicar 
ción del estado del canal K2; K/3 es la detención de gasificación en el cuarto hogar; K355 
es la indicación del estado del canal K/3; KI4 es el arado del primer hogar; K/5 es el arado 
de la segunda tolva; K/6 es el arado de la tercera tolva; K/7 es el arado de la cuapta tolva; 
KI8 es el transportador; K19..K22 son los alimentadores de la primera, ..., la cuarta tolva, 
respectivamente; A23...K26 son los cargadores; K27..K30 son las válvulas de alimentación 
con aire secundario; K31...K34 son los captadores del nivel superior en las tolvas de entrada; 
K39..K42 son los captadores de alimentación con combustible; K43...K46 es la indicación 
de avería de la instalación para llenar las tolvas de entrada; K47..K50 es la indicación de 
avería de la instalación para alimentar hornos con combustible; K37 y K352 es el arranque 
y la parada del proceso de control, respectivamente; K53 es la indicación de control; K34 
son las instalaciones iniciales de los elementos ejecutivos, 

En la fig. 4.13: / es el transportador; 2 es el arado; 3 es la tolva de entrada; 4 es el 
sistema de alimentación de combustible; $ es el hogar; 6 es la válvula de alimentación de 
aire; 7 es la válvula común. 


El conjunto enumerado de canales se incluye en el portador de un mode- 
lo Y, que formaliza el funcionamiento del objeto controlado. Además de 
este conjunto, el portador del modelo Ya puede incluir un conjunto de ele- 
mentos complementarios que son identificadores de los canales interiores, 
de entrada y salida introducidos para lograr el control eficaz de autómata. 
Partiendo de esta información obtenida del tecnólogo en el portador se 
establecen relaciones de cuasa-efecto tipo A —B que determinan la signatu- 
ra del modelo Y.. Es obvio, que este modelo es simétrico y puede represen- 
tarse en forma del mografo G%(Y.). Se puede también expresar las rela- 
ciones de causa-efecto en forma de diagramas temporales. El paso del 
mografo o diagramas temporales al grafo de transiciones es análogo al paso 
de diagramas temporales (que pueden representarse en forma del mografo) 
al grafo de transiciones de un dispositivo de control de microprograma. 

Así, pues, en esta etapa de diseño de los dispositivos automáticos se 
realiza el paso de la aplicación A—B a una aplicación de autómata 
XS* =S- Y, donde X es el vector de entrada, Y es el vector de salida, 
o reacción del dispositivo automático, S* es el identificador del estado 
interior, en el cual pasa el dispositivo automático en el momento examina- 
do, S” es el identificador del estado interior, al cual el dispositivo automáti- 
co pasa del estado S* bajo la influencia del vector de entrada X. 
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La capacidad de memoria (S,] de un dispositivo automático introducida 
en la etapa de diseño algorítmica puede ser excesiva, lo que se puede elimi- 
nar encolando estados equivalentes. La transformación dada se refiere a 
la etapa de diseño abstracto. 
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Los estados se denominan equivalentes cuando el dispositivo automáti- 
co, encontrándose en éstas, elabora una misma sucesión de salida para cual- 
quier sucesión de entrada. 

De esta definición se desprende que si, encolando los vértices correspon- 
dientes, se sustituye cada clase de estados equivalentes por un estado, el 
grafo obtenido de transiciones representará la misma aplicación X> Y que 
el grafo inicial. 

Huffman propuso el método de minimización abstracta del dispositivo 
automático basado en el encolamiento de estados equivalentes. Este méto- 
do consiste en formación sucesiva de clases de estados equivalentes con 
ayuda de tablas de salidas y de transiciones. Examinemos el método de 
Huffman en un ejemplo. 

Ejemplo 4.1. Sea que después de realizar la etapa algoritmica de síntesis se ha obtenido 
el grafo de transiciones representado en la fig. 4.14, a. 

Construimos la tabla de salidas que es una tabla bidimensional (tabla 4.3), a cada fila 
de la cual le corresponde biunívocamente un valor del vector de entrada X; a columna, 
un estado interior del dispositivo automático, y en la intersección de ¡-ésima fila con /-ésima 
columna se halla un valor del vector de salida Y que se elabora a la salida cuando el dispositivo 
automático está en el j-ésimo estado interior y a la entrada se da el i-ésimo vector, 


Tabla 43 
m s 
s]s]s[s]=]<] = 
opa jojojo | o 
DESIREE LISIA 1 


Si, en la tabla de salida, a dos estados interiores del dispositivo automático les correspon- 
den distintos valores de las columnas, los estados no son equivalentes, puesto que en ellos 
las aplicaciones X= Y son distintas, De antemano partamos todo el conjunto de estados en 
las clases de estados convencionalmente equivalentes, a saber: en una misma clase se incluyen 
los estados, a los cuales les corresponden los valores iguales de las columnas en la tabla de 
salidas: Xy = (Si, Sa, Ssl; Ka = (Ss, Sas Ses So. 
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Si la tabla de salidas se examina como una matriz de incidencia de un 
modelo, los estados interiores se hallan en una misma clase cuando en su 
respectiva matriz de frecuencia de las relaciones las frecuencias propias y 
mutuas de los estados interiores son iguales una a otra: 


Ica = Leo — Yoo + foo 

a ae 

Para que los estados interiores del dispositivo automático sean equiva- 
lentes es insuficiente tener una misma correspondencia X-+ Y solamente 


en estos estados; es necesario que para cualquier otra transición posible 
de estos estados la aplicación X= Y sca la misma. 


Para verificar este dato construimos la rabla de transiciones (tabla 4.4). En esta tabla, 
a cada fila y columna les corresponden los mismos valores que en la tabla de salidas y en 
la intersección de ¡-ésima fila con /-ésima columna se encuentra una clase de estados conven- 
cionalmente equivalentes, bajo la influencia X; el dispositivo automático pasa del estado Sy 
a esta clase, 


Tabla 44 
x ] a 
sı S s | 3 à| á s 
o Ki | Ki Ka | K K | FS 5 
1 lx 1x1 1a 11 


Si la clase de estados convencionalmente equivalentes escogida en el paso anterior no 
es clase de estados equivalentes, a sus estados les corresponden valores distintos de las colum- 
nas; esto significa que, para las siguientes transiciones, las aplicaciones X— Y son diferentes 
para los estados dados. 

Cada clase K; se parte en muevas clases de estados convencionalmente equivalentes con 
Ja particularidad de que una misma clase comprenda todos los estados de la clase K, con 
los números iguales de columnas: Ki = (Si, Sa, Ss), Ki = (Sy, Ss), K£= (Sa Sr). 


Componemos la matriz de frecuencia de las relaciones según esta tabla 
de transiciones determinando, al mismo tiempo, la multiplicación como 
Kix Ki = 1, Ki x Kj = 0 (i # j). Entonces cuando se parten las clases ob 
tenidas en el paso anterior los estados interiores se encuentran en una mi: 
ma clase, si las frecuencias propias y mutuas de estos estados son iguales 
una a otra, O sea, 


36” 
EN 
Al formar las clases Kı, Ká, K£ volvemos a construir la tabla de transiciones, etc. hasta 


que cada clase de estados convencionalmente equivalentes formada en el paso anterior sea 
constante. 


Construyamos la tabla de transiciones (tabla 4.5) teniendo en cuenta la partición de la 
clase Ka 


(Sa, So) = 0. 
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Tabla 4.5 
% s 
jos s s se s| sa| > 
o K K, Ki x, K | Ki | K, 
1 Ki Ki KE Ki Ki K Ki 


Del análisis de esta tabla deducimos que todos los estados de cada una de las clases 
formadas «se portan como amigos»: bajo la influencia de X pasan a la misma clase que 
en la salida permite obtener un mismo valor de Y para todos los estados de la clase al realizar 
una transición. Por consiguiente, todos los estados de una clase se portan como un estado 
que los sustituye. 

Sustituyamos las clases Ki, Ki, Kf por los estados interiores Sa So, Se, respectivamente, 
Como resultado obtenemos el grafo minimizado de transiciones (fig. 4.14, b) que prefija la 
misma aplicación X— Y que el grafo inicial de transiciones (fig. 4.14, a). Para ¡lustrarlo realice- 
mos tres experimentos. 

Sea dada la sucesión temporal en forma X(1) = 011010 a la entrada del dispositivo automá- 
tico. En los casos primero y segundo el dispositivo automático está prefijado por el grafo 
inicial de transiciones (fig. 4.14, a) respectivamente a los estados iniciales Sı y S2. En el tercer 
caso el dispositivo automático está prefijado por el grafo minimizado (fig. 4.14, b) con el 
estado inicial Sa. Determinemos sucesiones temporales de salida Y(1) para cada caso. 

Reduzcamos los resultados de todos los tres experimentos en la tabla (tabla 4.6) 


Tabla 4.6 
1 TESFARAENE 
ESO) o 1 | 1 o 1 o 
PR S susi ajlalslaļsl]a 
Yo 1 0 1 o o 0 
O 
iN Sit + 1) Ss Se Eal Ss Se S 
YO y 0 1 o 0 0 
le sasn) Ss | eo |< | sa | 9 |. 
YO 1 o 1 o o 0 


Si las dimensiones de la tabla de salidas y transiciones son grandes para 
la minimización necesaria del grafo de transiciones por medio del ordena- 
dor, es conveniente emplear matrices de frecuencia de las relaciones corres- 
pondientes a estas tablas, lo que simplifica los cálculos. Con ello, se minimi- 
zan los grafos de transiciones basándose en la afirmación siguiente. 
Los estados interiores S+ y Sp son equivalentes si, y sólo si, las derivadas 


29. (Sa, Ss) de los grafos modelos, correspondientes a las tablas de salidas 
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en todo paso de la partición del conjunto de estados interiores en clases, 

La minimización de la capacidad de la memoria, por ejemplo, cuatro 
veces, ahorra sólo dos elementos de la memoria. Un medio más actual y 
potente para optimizar toda la estructura del dispositivo automático es la 
descomposición abstracta de los dispositivos automáticos, especialmente 
descomposición paralela de los dispositivos automáticos. Por una parte, 
la necesidad de buscarla se debe a las exigencias modernas que deben satis- 
facer la acción rápida del control (que condiciona el uso del control paralelo 
de objeto). Por otra parte, el aumento de la fiabilidad del control automáti- 
co exige la partición del dispositivo automático en una serie de los dispositi- 
vos automáticos de dimensiones menores que no son ligados entre sí fun- 
cionalmente y garantizan la realización del operador obtenido de autómata. 

La búsqueda de la descomposición paralela de los dispositivos automá- 
ticos abstractos se reduce a la descomposición del grafo de transiciones 
en el producto cartesiano parcial de los grafos más simples conforme al 
número de vértices. Descomponer el grafo G en el producto cartesiano par- 
cial significa hallar los grafos G;, i = 1, n, tales que GCG1 X G2 X 
Xas X Gn. 

Para una clase de los dispositivos automáticos de mando de 
microprogramas, importante en la técnica de cálculos, se puede resolver 
el problema de construir la descomposición paralela utilizando las pro- 
piedades típicas de los dispositivos automáticos de esta clase. 

Al examinar los dispositivos automáticos de microprogramas referire- 
mos a los elementos de los cuales se toma la información que caracteri: 
la marcha de cálculos a las cadenas de reacción incluidas en el bloque de 
memoria del dispositivo automático. Los dispositivos automáticos de 
microprogramas poseen una propiedad específica: el vector de entrada X 
no cambia desde el comienzo hasta el fin del funcionamiento del dispositivo 
automático hasta que se cumpla la operación prefijada. Empleando esta 
propiedad detallemos el concepto del dispositivo automático de 
microprogramas. 

Introduzcamos con anticipación alqunos conceptos. Se denomina zung 
Gz un grafo ponderado en el que existe al menos un vértice, a través del 
cual pasan todos los circuitos del grafo, y no existe ningún camino que 
no sea parte de tal circuito. 

Un grafo se denomina reducible al zung, si transforma en el zung cuan- 
do se introducen en él no más de un vértice y sus arcos incidentes. 

Un dispositivo automático se denomina de microprogramas, sì su grafo 
de transiciones se reduce al zung con el vértice inicial que corresponde al 
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comienzo y al fin del funcionamiento del dispositivo automático para cual- 
quier vector de entrada X que determina la operación realizada y no varia 
en estados intermedios. En caso general el dispositivo automático de 
microprogramas realiza varias operaciones a cada una de las cuales le 
corresponde un microprograma. Durante la construcción del grafo de tran- 
siciones que realiza estos microprogramas encolaremos los estados 
compatibles. 

Estados interiores S; y S; se denominan compatibles S; = S}, si cualquier 
vector de entrada que llega al dispositivo autómatico en estado S; no coinci- 
de y no integra ningún vector de entrada que llega al dispositivo automático 
en estado Sy: Xs, EXs,. 

Un subgrafo G’ = V’, U’) de un grafo G = <V, U) se llama bínci- 
dente, si a toda su vértice le son incidentes dos, y sólo dos, grupos de arcos 
paralelos que entran y salen, tal vez excepto un elemento minimal v* €V’ 
y un elemento maximal v~ €V’ del conjunto V’ con la particularidad de 
que en el vertice v* pueden entrar y del vértice v” pueden salir varios 
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arcos no paralelos. Las sucesiones de microinstrucciones que ponderan el 
subgrafo bincidente se denominan microrrayo y el número de microinstruc- 
ciones que integran la sucesión se llama su /ongitud. 

Al sintetizar el dispositivo automático de mando que realiza varios 
microprogramas encolamos estados interiores compatibles teniendo en 
cuenta dos restricciones. En primer lugar, debemos encolar empezando por 
los estados finales correspondientes a operaciones distintas. En segundo 
lugar, encolamos los estados compatibles que se elaboran en la salida del 
dispositivo automático mediante una misma microinstrucción. 

Examinemos el dispositivo automático de microprogramas para controlar el procesor del 
ordenador que cumple las operaciones «Sumación» (a + b), «Sustracción» (a — b) y «Adi- 
ción por órdenes». En la fig. 4.15 se representan los grafos de transiciones construidos por 

'agramas temporales. En este dibujo las microinstrucciones se designan por letras latinas: 
(BD); b = (CR); ¢ = (SEI; d = {C8 BC, BC); e = (CC, R); k = [BD, CB, 
BA, +1T30D|; m = (CA, BD}; p = 1CA, CB); r = (CR, CaBl. 
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Las microoperaciones, que son los elementos de microinstrucciones, se descifran del mo- 
do siguiente: CA es el complemento del registro A; BD es el borrado del registro D; CR 
es el comienzo del recorrido; CB es el complemento del registro B; ChB es el cálculo del 
registro B; SE es la salida de la suma E; BA es el borrado del registro A; +1730D es «+l» 
en el trigger 30 del registro D; BC es el borrado del registro C; BC es la transmisión del 
registro B al registro C; Ca B es el cálculo del registro C; R es la respuesta sobre el cumplimiento 
de la operación. 

El resultado de los cálculos que se realizan se caracteriza por una variable lógica TOD, 
valor del trigger de cero del registro D (en la fig. 4.15 y, a continuación, TOD se denota por y) 

Encolemos los estados compatibles. Como resultado obtenemos el grafo unido de transi- 
ciones G (fig. 4.16, a). Sobre este grafo en los estados S,, Su y Ss completamos la definición 
de la aplicación X— Y añadiendo (i, 3», €), (tu, Xz, d) y (Xr, Xa, €), respectivamente, (fig. 
4,16, b). Después de haber encolado los estados compatibles contraigamos los subgrafos binci- 
dentes. Como contracción de subgrafos bincidentes se comprende la sustitución de este 
subgrafo por un vértice, al cual pondera el microrrayo correspondiente. Los microrrayos tienen 
siguiente forma: A = abc; B = de; D = kb, E = mb; M = par. 


Como resultado de la contracción de los subgrafos bincidentes obtene- 
mos el grafo del dispositivo automático de mando (fig. 4,17, a) con la deter- 
minación interrumpida: varias microinstrucciones corresponden a un esta- 
do que, a su vez, corresponde al vértice, al cual está contraído el subgrafo 
bincidente. 
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El grafo inicial de transiciones (fig. 4.16, b) se obtiene como el producto 
cartesiano parcial del grafo G (fig. 4.17, a) y un grafo bincidente, cuyos 
fin y origen se unen por un arco y el número de vértices es igual a la longi- 
tud maximal de microrrayos considerados (en este caso a tres). El grafo 
bincidente, cuyos fin y origen se unen por un arco se realiza como un 
contador. A 

De tal modo conservamos el carácter determinado del dispositivo auto- 
mático y la equivalencia de su funcionamiento utilizando en la realimenta- 
ción del dispositivo automático el contador de microinstrucciones en el 
microrrayo que aumenta su valor hasta el número igual a la longitud maxi- 
mal del microrrayo lwa (fig. 4.17, b). 

Pasando al vértice vo, que corresponde a un subgrafo bincidente 
contraído Gi, en el contador se pone el número igual a /ms — l, donde 
4 es la longitud del microrrayo que pondera este subgrafo. Con ello, los 
4 estados del contador se ponen en correspondencia biunivoca a las 
microinstrucciones correspondientes al vértice vo, Después de cada tran- 
sición en el subgrafo bincidente se suma 1 al contenido del contador. Por 
lo tanto, el conjunto del código del vértice vo, y el contenido del contador 
determina biunivocamente la microinstrucción en ejecución. El relleno en 
exceso del contador indica que el dispositivo automático ha salido del esta- 
do correspondiente al vértice vg,- 

Las transiciones organizadas de tal modo permiten no excitar las salidas 
de la parte de combinación del disposi automático que van a la reali- 
mentación cuando se cumple el microrrayo, puesto que el estado que memo- 
riza el vértice vo, no cambia y el contador pasa automáticamente de un 
estado a otro al adicionar 1 o con ayuda de la microoperación +1Cna (al 
contador de microinstrucciones se suma la unidad) que amplia el conjunto 
de microoperaciones. Durante la utilización del último procedi: 
excita sólo una salida orientada a la reacción. 

Realicemos transformaciones sucesivas del grafo de transiciones con- 
centrando estados no encadenados. Dos estados interiores (dos vértices) 
del grafo de transiciones se denominan no encadenados, si no integran nin- 
gún camino simple del grafo de transiciones cuando funciona el dispositivo 
automático sintetizado. 

Para realizar la transformación propuesta del grafo de transiciones 
construyamos el grafo G, del modo siguiente. A cada vértice del grafo de 
transiciones le pongamos en correspondencia biunivoca un vértice del grafo 
Gs; un par de vértices ve, vÓ(Va + v») del grafo Gs es adyacente, si en el 
grafo de transiciones existe un camino simple que pasa por los vértices 
correspondientes a ve y v cuando funciona el dispositivo automático sinte- 
tizado. Denominaremos grafo de encadenamiento el grafo Gs construido 
de tal modo. 
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Empleando la operación de colorar los vértices del grafo partamos todo 
el conjunto de vértices del grafo de encadenamiento en subconjuntos, cada 
uno de los. cuales comprende vértices correspondientes a los estados inte- 
riores no encadenados del dispositivo automático que sintetizamos. 

En la fig. 4.18, a se dan el grafo de encadenamiento y su coloración 
para el dispositivo automático representado en la fig. 4.17, a. Al colorar 
el grafo de encadenamiento tenemos los subconjuntos siguientes de estados, 
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cada uno de los cuales consta de los estados no encadenados entre sí: 
Yi = (So, S22, Se), Vn = (Su Sel, Vin = (S.), Viv = 18,). 


De cada subconjunto Vi(i = 1, ...... IV) tomamos por un elemento, por ejemplo, Ss, Sp, 
Sy, Sn, de éstos formemos el subconjunto Vs = (So, Sa, Sp. Sy}. Luego de cada subconjunto 
V; volvemos a tomar por un elemento entre los que se quedan y a formar un subconjunto 
de éstos. Elegimos hasta que cada uno de los subconjuntos Y, se transforme en un conjunto 
vacio. Los subconjuntos formados como resultado constan de estados encadenados. En este 
caso tienen siguiente forma: 


Vui = (Só. Sa, Sa Sh, Vsa = ESen, Sel, Vis = 152). 


Cada subconjunto compuesto de estados encadenados se sustituye por 
un estado, cuyo peso es un conjunto de microrrayos correspondientes a 
los vértices que se unen (en caso particular el microrrayo puede comprender 
una microinstrucción). Esta sustitución se denominará concentración de 
estados encadenados. Después de concentrar los estados encadenados del 
grafo de transiciones (fig. 4.17, a) obtenemos el grafo de transiciones Gn 
(fig. 4.18, b). 

Las concentraciones de estados encadenados interrumpen también la 
determinación del dispositivo automático. Conservamos la determinación 
y la equivalencia del dispositivo automático que se sintetiza utilizando en 
la realimentación un elemento de memoria que fije el color correspondiente 
al microrrayo que se cumple en el momento dado (fig. 4.18, c). Entonces 
el código del vértice en el grafo final de transiciones, el color y el contenido 
del contador de microinstrucciones del microrrayo en su conjunto determi- 
nan biunivocamente la microinstrucción que se cumple. Después de esta 
transformación, el grafo de transiciones puede representarse como el pro- 
ducto cartesiano parcial de los grafos correspondientes (fig. 4.18, c), lo que 
simplifica el proceso de la codificación de estados interiores y disminuye 
de hecho los gastos para aparatos cuando se sintetiza el esquema de excita- 
ción de canales a reacción inversos del dispositivo automático. 

Si en el grafo de transiciones correspondiente a los microprogramas que 
se realizan no hay círcuitos, es conveniente descomponerlo sólo en dos gra- 
fos excluyendo el grafo que indica el cambio de colores. Al mismo tiempo, 
se realiza la contracción de los subgrafos bincidentes en cada grafo de tran- 
siciones correspondiente a la operación que se realiza y, después, se encolan 
los estados compatibles. 

Si el grafo de transiciones es un árbol, en la realimentación del dispositi- 
vo automático se queda solamente el contador. Además, el contador realiza 
el grafo de transiciones, si se memorizan o presentan valores de las variables 
lógicas que caracterizan los cálculos. Al estado interior inicial del dispositi- 
vo automático se le pone en correspondencia un código inicial en el conta- 
dor, por ejemplo, el código 0. Los estados interiores, a los que el dispositivo 
automático pasa del estado S; con el código A, se codifican como A + 1. 
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Los códigos cambian por medio de adicionar la unidad al contador a cada 
transición. Entonces, si existe la ramificación, ciertos estados interiores 
tendrán códigos iguales. Además, la determinación del dispositivo automá- 
tico no se interrumpe debido al almacenamiento de los índices lógicos que 
caracterizan los cálculos. Las indicaciones del contador y los valores de 
las variables lógicas determinan univocamente la microinstrucción necesa- 
ría, Esta afirmación es válida, ya que el grafo de transiciones es un árbol, 
o sea, no contiene ciclos. Al finalizar las operaciones se realiza la extinción 
de contadores. 

Representando el grafo de transiciones correspondiente al dispositivo 
automático de mando de una operación en forma del producto cartesiano 
parcial, realizamos las siguientes transformaciones: 

1) encolamiento de estados pseudoequivalentes; 

2) contracción de los subgrafos bincidentes, además como resultado de 
cambiar la sucesión de aplicación de estas transformaciones, surgen algunas 
variantes equivalentes. 

Examinemos el grafo de transiciones para controlar la operación de división (véase la 
fig. 4.12). Concentrando los subgrafos bincidentes, obtenemos el grafo de transiciones G (fig. 
4.19, a). A los vértices de este grafo les corresponden los siguientes microrrayos: Sı — a; 
Sa — bededede; So — de; Su — dci Se — de; Sy — hk; S, — efg; Szy — m. Por consiguiente, 
para restablecer el funcionamiento equivalente hace falta tener el contador de ocho estados. 


Se puede encolar los vértices correspondientes a los estados Sy y S; del grafo de transi- 
ciones al haber memorizado el indicio po; la determinación del dispositivo automático con 


Fig. 4.19 
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ifra 


o) Fig. 4.20 


ello, no se interrumpe. En definitiva, tenemos el grafo de transiciones G, representado en 
la fig. 4.19, b. Los estados det contador, el indicio py y el código del vértice del grafo de 
transiciones (fig. 4.19, b) determinan univocamente la microinstrucción que se cumple, 

Los estados interiores se denominan pseudoequivalentes, si una misma microinstrucción 
se realiza en ellos. Para el grafo de transiciones G; (véase la fig. 4.11) tenemos los siguientes 
conjuntos de estados pseudoequivalentes: Me = 1S», Ss, Sy, Ss, Sii, Sis, Sis, Sir); Ma = 
= (Sa, So. Sa, Sia, Sia, Sie). 

Al encolar los estados pseudocquivalentes (fig. 4.20, a) se interrumpe la determinación 
del dispositivo automático. Para restablecer la determinación y equivalencia del funcionamien- 
to del dispositivo automático introduzcamos el contador organizando ciclo de longitud va- 
fiable. En la fig. 4.20, b se ofrece el programa de funcionamiento de contadores; en el dispositi- 
vo automático a examinar k = 7, El contador de longitud del ciclo ChLC realiza el ciclo exte- 
rior. El contador del número de ciclos C,C realiza el ciclo interior. En el bloque que incluye 
estos contadores (fig. 4.20, c) se calcula el indicio y que restablece la determinación del disposi- 
tivo automático, En este mismo bloque se calcula el indicio £ del fin de la operación (como 
señal de relleno del contador C,LC con la particularidad de que su estado inicial es igual 
a dos). 

Después de restablecer la determinación del dispositivo automático encolamos los subgra- 
fos bincidentes (fig. 4.21, a, b). Para restablecer la determinación del funcionamiento del dis- 
positivo automático una vez concentrados los subgrafos bincidentes, introduzcamos otros dos 
contadores que tienen tres y dos estados, respectivamente. 
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Fig. 4.21 


Al restablecer la determinación del dispositivo automático introducien- 
do contadores, surge el problema de minimización del número de contado- 
res que se reduce al problema de coloración del grafo de borrado G». A 
cada contador se le pone en correspondencia biunívoca un vértice del grafo 
Gr: dos vértices del grafo Gs son adyacentes, si los subgrafos del funciona- 
miento de contadores correspondientes tienen al menos un vértice común 
(el subgrafo Ga es el subgrafo del funcionamiento del contador œ, si para 
realizar transiciones correctan en este subgrafo es necesario saber el estado 
del contador a). 


En el caso examinar a los contadores C.C, CaLC, Ca(Sa) y CaíSs) les corresponden 
subgrafos, cuyos portadores tienen, respectivamente, forma siguiente: (Sa, Sa). (S2, Se, Se, 
Sa, Sa, S23), (Sa) y {Se}. El grafo de borrado Gs para el caso considerado está representado 
en la fig. 4.21, €. 


Es obvio, que dos «contadores», que corresponden a lòs vértices no 
adyacentes en el grafo de borrado, pueden ser examinados como un conta- 
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dor físico, ya que no existe ningún estado, en el cual sea imprescindible 
saber los estados de los dos contadores para que el dispositivo automático 
funciones correctamente. De este modo, la minimización del número de 
contadores se reduce a la coloración de los vértices del grafo de borrado, 

En virtud de ta coloración minimal de vértices del grafo de borrado (fig. 4,21, c), en 


este caso es suficiente tener dos contadores: ChLC y CCK que se conecta en los momentos 
del funcionamiento de los contadores C,C, Ca(Sa) y Ca(Sa) (fig. 4.21, d). 


El empleo de los contadores en el circuito de realimentación de los dis- 
positivos automáticos de mando posibilita utilizar nudos estándares del or- 
denador ejecutados en forma de microcircuitos integrados. 

Como resultado de la búsqueda de la descomposición óptima de los 
dispositivos automáticos obtenemos algunas variantes equivalentes, entre 
los cuales escogemos la variante final que tiene valor minimal p(G*): 

w) 


Š n 
eeg Èli y% DAYA, aw 


Jaisi 


donde |U | es el número de palabras en el mografo, cada una de las cuales 
corresponde a una transición de autómata y se representa como XS* S” Y; 
1 es el número de letras (termas) que forman la palabra XS*.S” Y; por 
el signo exterior E se halla una expresión que es valor medio de la derivada 
9G*/aS calculada sobre los pares de letras que forman la palabra 
XS* S- Y. A esta variante la corresponde una realización estructural más 
sencilla. 
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En la etapa de codificación de los estados interiores, una aplicación 
XS* =S- Y obtenida en la etapa del diseño abstracto se transforma en 
una aplicación XZ*—>Z” Y, donde S*, S” son los identificadores de esta- 
dos interiores considerados en los momentos del tiempo 1 y f + 7, respecti- 
vamente; Z*, Z” son códigos de estos estados, cuyos elementos son letras 
del alfabeto estructural que se sintetiza; son O y 1 para la lógica de Boole. 

Se puede codificar estados interiores del dispositivo automático partien- 
do de las exigencias de reducir gastos para aparatos o bien de aumentar 
la fiabilidad del funcionamiento del dispositivo automático, o bien de satis- 
facer simultáneamente las dos exigencias. 

Analicemos el método de codificación que satisface la primera exigen- 
cia. El número de procedimientos de codificar N vértices del grafo de transi- 
ciones G = (V, U} aumenta, mientras que aumenta | Y |: 


¡Ele Ir pps 


N= » 
i% | y| )150g2 | Y]! 


(4.12) 
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donde [] es el número entero próximo. Cada procedimiento de codificación 
determina sus gastos de aparatos para realizar el dispositivo automático. 

Hartmanis, Stearns propusieron el más interesante método de codifica- 
ción con empleo de particiones sustituyentes, Este método se basa en dismi- 
nuir la dependencia funcional de las funciones de excitación. Lamentable- 
mente, cuando se codifican los estados del dispositivo automático de gran 
capacidad de memoria este método necesita mucho trabajo, lo que no per- 
mite utilizarlo para codificar estados interiores de los disp ¡vos automáti- 
cos de mando. 

Examinemos el método de frecuencias y matrices para codificar los esta- 
dos. Sea que como resultado de la síntesis abstracta fue construido un 
mografo que determina la aplicación XS* +S” Y. Después de la codifica- 
ción obtenemos un mografo que prefija la aplicación XZ * >Z” Y, es decir, 
en el mografo inicial sustituimos los vértices correspondientes a los identifi- 
cadores de los estados interiores S, por subgrafos completos correspondien- 
tes a los códigos Z; de los estados interiores. Este método de codificación 
puede realizarse empleando el siguiente algoritmo de sintetizar el árbol 
codificante. 

1. Construimos una matriz bidimensional Q = [qy], a cada fila de la 
cual le corresponde biunivocamente una microoperación o un valor del ca- 
nal de entrada (elementos del vector Y o X), a cada columna, un estado 
interior 


1, si la terma primaria correspondiente a la ¡-ésima fila 
que se incluye en cada par de vectores (X, Y(X Y) 
que ponderan los arcos salientes del vértice j; 

O en caso contrario. 


qe 


Arbitrariamente a cada estado interior (una columna de la matriz) le 
ponemos en correspondencia biunívoca un vértice maximal del árbol codifi- 
cante que se sintetiza. Ponemos Q = Ó. 

2. Por la matriz Ø encontramos la matriz de frecuencia de las relaciones 


Pa gd. 


3. Calculamos valores de la derivada del modelo prefijado por la matriz 


9. 

4. Escogemos un par de estados interiores con el valor calculado mini- 
mal de la derivada. 

5. Eliminamos el par escogido de estados y en el árbol codificante le 
ponemos en correspondencia un vértice, origen de los arcos, cuyos extremos 
son los estados escogidos. Al vértice construido le ponemos en correspon- 
dencia biunívoca una columna de la matriz O. que se construye. Esta co- 
lumna es igual al producto vectorial de las columnas de la matriz Ø que 
corresponden a los vértices escogidos. 
15° 
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6. Comprobamos, si se quedan los estados interiores no considerados, 
para los cuales se calcularon valores de las derivadas. Si «sí», pasamos al 
punto 4, en caso contrario, al punto 7. 

7. Comprobamos, si está formada la matriz Q+. Si «sí», consideramos 
Qe = Õ y pasamos al punto 2, en caso contrario, al punto 8. 

8. Ponemos O y 1 en correspondencia a cada dos arcos que salen de 
un vértice del árbol construido partiendo de los arcos salientes de la raíz 
del árbol. 

El camino que une la raíz del árbol y un elemento maximal está ponde- 
rada por el código que se pone en correspondencia al estado interior que 
corresponde a este elemento maximal del árbol. 

9. Fin. 

Ilustremos el algoritmo propuesto en el siguiente ejemplo. 


Ejemplo 4.2. Sea que después de la síntesis abstracta fue obtenido el grafo de transiciones 
G (fig, 4,22, a). Empleando el algoritmo propuesto codifiquemos estados interiores del dispo- 
sitivo automático. Proponemos construir individualmente la matriz O correspondiente al grafo 
dado. La matriz de frecuencia de relaciones correspondiente a la matriz Q tiene siguiente 
forma: 


Se 
os. 
1| S 
als, 
3( S 
15 
311 ss 


Calculamos valores de la derivada para cada par de estados: 


aa fu-Votfy _2-22+5 
ay Se ia - 5 


co-nrong 
=u-ovop 
-—-nuonp 


ensu=-A 
=u-n-uop 


-1,5; 


11,00) 


770,07 


y 


Fig. 4.22 
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si 6 5) ut. A 

1 so = 5 50 

Lia (Sa 5) =7; a (Sa, so = 4; 297 (5 so) = 033; 

q (Ss, Sa) = 2,5; e (Ss, Ss) = 6; cal (S,, Ss) = 8. 

Los demás valores de la derivada son iguales a «>, La derivada 9% (5, 5) tiene 


valor minimal sobre el par (Sa, Ss). A este par de estados Je ponemos en correspondencí: 
la «intersección» de los vértices correspondientes del árbol en construcción, Según el algorit- 


mo juntamos en pares de estados Sz, Ss y Sı, S+. Como resultado construyamos el siguiente 
nivel del árbol. 


La matriz Qe correspondiente a los vértices del nivel construido tiene forma: 
SNS SNS SNS 


o 1 1 fa 
1 o o ja 
0 1 o |x 
0 0 1 |a 
Qs o o o lo 
0 0 ES 
1 0 o la 
0 1 o [5 
o o o lr 
o 0 ES 


La matriz de frecuencia de relaciones correspondiente a la matriz Qe tiene siguiente 
forma: 


2 00 
Fo=[0 31 
013 


La derivada del modelo ¥(Q:) sobre los pares de estados es 


1 
29 ss, 05) lt g 
äs T 
Los demás valores de la derivada son iguales a æ, El árbol codificante buscado está 
representado en la fig. 4.22, b. Según el árbol codificante construido tenemos siguientes códi- 
os de los estados interiores del dispositivo automático: Sı—010, S¿=100, Sy—011, Si—110, 
Ss—101, Só—111, 


Examinemos la codificación de estados interiores del dispositivo auto- 
mático partiendo de la satisfacción de las exigencias de fiabilidad. El fun- 
cionamiento del dispositivo automático puede interrumpirse debido al re- 
tardo desigual en el esquema real que realiza el dispositivo automático en 


230 Capítulo 4. Teoría de las gramáticas formates 


Fig. 4.23 


virtud del efecto de carreras, cuya esencia puede ser ilustrada en el siguiente 
ejemplo (fig. 4.23). Sea que en el momento examinado dos triggers A y 
B se conmutan (la primera condición), con la particularidad de que la fun- 
ción de excitación p de uno de éstos (por ejemplo, B) contiene en calidad 
de una variable el valor del trigger A, pa = gl..., 24, ...) (la segunda condi- 
ción) y el tiempo de retardo en los esquemas de excitación de los triggers 
A y B se determina por la siguiente desigualdad: Any >£a(Ana es el tiempo, 
durante el cual el valor «viejo» del trigger A existe en el esquema de excita- 
ción del trigger B; f4 es el tiempo de retardo de la señal de excitación del 
trigger A) (la tercera condición). 

Cumpliendo estas tres condiciones el valor del trigger no será calculado 
correctamente (ya que para el cálculo correcto es necesario que el trigger 
A conserve su valor «viejo» por lo menos durante 27 (después de empezar 
la transición del dispositivo automático), pero el trigger A «renueva» su 
valor dentro de 7). Esto es el llamado efecto de carreras. Al haber dicho 
efecto el dispositivo automático no pasa al estado indicado para la transi- 
ción dada, lo que interrumpe la correspondencia de autómata. 

Se puede eliminar las carreras interrumpiendo una de las tres condi- 
ciones de éstas. Para interrumpir la tercera condición, o sea, para cumplir 
la desigualdad Ag4< f4 es necesario tener esquemas de excitación de los 
triggers A y B para determinar Ana y t4. Se puede obtenerlos sólo en la 
etapa de la síntesis estructural, para cuya realización son necesarios los re- 
sultados de codificación de los estados interiores. Por consiguiente, eli: 
nando lógicamente las carreras es imposible interrumpir la tercera condi- 
ción. Técnicamente se puede realizarlo introduciendo la segunda cascada 
de elementos de reacción o bien por medio del cumplimiento simultáneo 
del esquema del dispositivo automático. 

La segunda condición de carreras (pa = p(..., z, ...) puede ser in- 
terrumpida por medio de desatar funcionalmente los elementos de memo- 
ria, por ejemplo, empleando particiones sustituyentes. 
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La primera condición (conmutación de dos, y más elementos de memo- 
ría durante una transición del dispositivo automático) se interrumpe, si du- 
rante cualquier transición del dispositivo automático se conmuta sólo un 
elemento de memoria. Esto significa que a cada estado interior del disposi- 
tivo automático se le pone en correspondencia un código tal que si existe 
la transición del estado S; al estado S; (S; # S;), sus códigos correspondien- 
tes se diferencian solamente en un orden. En otras palabras, durante la 
realización del dispositivo automático las carreras ausentan, si se puede 
colocar el grafo correspondiente de transiciones en un hipercubo n- 
dimensional de tal modo que las transiciones del estado S; al estado S; 
(S: # S;) se realicen sólo por las aristas del hipercubo y los códigos de vérti- 
ces correspondientes del hipercubo se hayan puesto en correspondencia a 
los vértices del grafo de transiciones. Esta codificación se denomina vecina. 

Digamos que para un grafo de transiciones es posible la codificación 
vecina por los códigos de longitud n, si éste es encajable en un cubo n- 
dimensional. Expongamos la condición de encajabilidad del grafo de tran- 
siciones en el hipercubo. ý 

Del análisis del hipercubo se desprende que si el número cromático A(G) 
de un grafo de transiciones G (sin contar los arcos que son los lazos) es 
más que dos, para este grafo de transiciones no existe la codificación vecina, 
Por lo tanto, para que el grafo de transiciones G tenga codificación vecina 
hace falta que no contenga ciclos de longitud impar. Si los contiene, es 
necesario eliminar todos los ciclos de longitud impar introduciendo estados 
interiores complementarios, en los cuales no se realiza la aplicación X= Y. 
Estos estados se denominan estados interiores inestables. 

Examinemos un algoritmo exacto de la codificación vecina basado en 
contar figuras prohibidas que caracterizan el carácter cubicable del grafo 
codificado. 

Ejemplo 4.3. Sea dado un grafo de transiciones del dispositivo automático (fig. 4.24) 
que se representa sin los lazos, arcos múltiples y la orientación (ya que todo esto no es sustan- 
cial para resolver el problema de la codificación vecina). En correspondencia con las codi- 
ciones deducidas anteriormente para que sea posible la codificación vecina, es necesario y 
suficiente que el grafo no contenga subgrafos críticos prohibidos, AJ diseñar el dispositivo 
automático es necesario transformar estos grafos de tal modo que todos ellos se hagan cubi- 


Fig. 4.24 
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cables. La transformación dada no interrumpe el funcionamiento del dispositivo automático 
sólo en el caso, cuando cada grafo nuevo es homeomorfo al anterior. De hecho la transforma- 
ción se reduce a añadir los vértices nuevos a unas aristas del cada grafo crítico inicial que 
es el subgrafo del grafo dado de transiciones. De este modo introducimos los estados interiores 
inestables del dispositivo automático. En el diseño óptimo el número de estados inestables 
introducidos debe ser mínimo. 

La tabla bidimensional (tabla 4.7) de distribución de aristas por las figuras prohibidas 
(fig, 4.25) se cubre por dos filas fhs, l21). Añadiendo entre los vértices v», to Y Viz, Lis 
los que corresponden a los estados inestables, encajamos el grafo obtenido en el espacio boole- 
ano (fig. 4.26). 

Tabla 4,7 


Ro 


La 
> 
> 
ES 


essa o le 


bu 


(010, 414) 
uo, vir) 
(vis, vis) 
Los, wa) 
tun, vis) 
ton vah 
Lona, vish 
lois, via) 
Lva, vis) 
(vis, vie) 
(vis, 1o) 
hr = (Un, 017) 


-0o0=-=-=00--0==-00000000000090 
o=--=---000090000000990000090000 |P 
-000-090000 --0=--0000000000000 


ad |? 


.---=0000=-=0-=--00000000090000 


SODOM oo 


Al introducir los vértices complementarios en el grafo no se interrumpen las figuras per- 
mitidas (ciclos de longitud par). 
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Examinemos el diseño del esquema lógico como síntesis del grafo booleano 
correspondiente. Partamos todo el conjunto de bases en dos clases: topoló- 
gicas y funcionales. 
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En las bases topológicas para la síntesis se utilizan funciones, cuya 
completitud puede lograrse por medio de la correspondiente simulación 
física de variables binarias y por la determinada agrupación de los elemen- 
tos prefijados. Todos los elementos de conmutación, llaves de corriente, 
criotrones, interruptores de alumbrado, espacistores, deplistores, unitrones 
y otros elementos de válvula, que en la técnica de cálculos se utilizan como 
elementos de acción rápida, forman bases de este tipo. 

En las bases funcionales, los elementos, independientemente de su agru- 
pación y la simulación física de variables binarias, realizan las funciones 
que forman un sistema completo de funciones booleanas. Por ejemplo, se 
refieren a estas bases los elementos que realizan las funciones de Sheffer, 
de Webb, de implicación, etc. 

Partamos, a su vez, el conjunto de bases topológicas en cuatro clases. 
La primera y la segunda clase las forman elementos que dejan pasar la 
señal de información en un sentido cuando el valor de la señal de control 
coincide con la letra que pondera este elemento. Pero, en los elementos 
de la primera clase, la señal pasada se difunde por los canales de conductivi- 
dad unilateral en los elementos de la segunda clase, por los canales de con- 
ductividad bilateral. 

La primera clase comprende elementos de válvula-diodo, en caso del 
procesamiento óptico de la información con el empleo de la técnica de 
fibras, es decir, los interruptores de alumbrado; la segunda clase comprende 
elementos de válvula (por ejemplo, espacistor-triodo). - 

En las entradas de un esquema compuesto de elementos que se exami- 
nan y en las de un esquema construido de los elementos de cualquier base 
topológica se usa la representación parafásica de la información binaria. 

La tercera y la cuarta clase las forman elementos que dejan pasar la 
señal de información en los dos sentidos cuando coinciden el valor de la 
señal de control y la letra que pondera este elemento. 

En los elementos de la tercera clase la señal pasada se propaga por los 
canales de conductividad unilateral y en los elementos de la cuarta clase, 
por los de conductividad bilateral. 

Entre los elementos de la tercera clase figuran, por ejemplo, los tuneltro- 
nes y los elementos de contacto-diodo; entre los de la cuarta, elementos 
conmutadores de conductividad bilateral (criotrones y contactos). 

De este modo, todo el conjunto de bases topológicas está dividido en 
cuatro clases según dos características: conductividad de elemento y con- 
ductancia del canal de conexión. 

Como resultado de la optimización abstracta y la codificación de esta- 
dos interiores del dispositivo automático, un sistema de funciones de excita- 
ción y de salida prefija el operador de autómata. La realización en es- 
quemas, óptima por su complejidad, de estas funciones es un proceso de 
trabajo denso, lo que está condicionado por el carácter combinatorio del 
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problema. Uno de los caminos eficaces para disminuir la densidad de traba- 
jo de la realización en esquemas del operador de autómata es reducir di- 
mensiones de los problemas empleando la descomposición. Para las fun- 
ciones que se obtienen como resultado de la descomposición, se puede 
construir los esquemas óptimos. La descomposición óptima está orientada 
a lograr la optimicidad global de la resolución del problema de realizar 
el operador de autómata en esquema. 

La descomposición de la función f(X), X = (X1, ..., Xn} es Su represen- 
tación en forma de superposición de varias funciones de menor dimensión: 
HA) = Flor(X1), ea(X2)), ..., p(Xx), donde X¡S X. La función F se deno- 
mina exterior, las funciones pı, ..., px se llaman conjugadas. El criterio 
de calidad de la descomposición es el mínimo del número de las funciones 
conjugadas. 

La descomposición debe satisfacer las siguientes exigencias prácticas: 

1) tener en cuenta las particularidades de las funciones que se en- 
cuentran en la práctica de la proyección; 

2) aumentar la fiabilidad de los dispositivos automáticos en diseño a 
cuenta de bajar la probabilidad de surgimiento del riesgo. 

La primera exigencia supone que se puede aplicar bien el método a las 
funciones débilmente definidas, que aparecen con la mayor frecuencia en 
la práctica, es decir, las funciones cuya potencia en un campo definido es 
mucho menor que la del campo indefinido. La segunda exigencia impone 
una restricción sobre la longitud de los caminos en la realización en es- 
quema de la función, los caminos que se determinan por la profundidad, 
a que entran en la función los correspondientes argumentos, Por ejemplo, 
la probabilidad de que surja el riesgo para la función XX) = Fler(en(xr, 
2), MAPAK), przals coda a)y P13 codo PAPA aa), aoas X5), aens X6) ES 
proporcional a la suma de módulos de las diferencias de las profundidades 
a que los argumentos entran en las subfunciones. Para la función dada, 
la profundidad de entrada de la variable xe es igual a cero, de la variable 
xa, a tres. La validez de esta afirmación se basa en las siguientes suposi- 
ciones: los sucesos en los que pueda surgir el riesgo en las funciones conju- 
gadas son independientes; la probabilidad de que surja el riesgo en la fun- 
ción es proporcional al módulo de diferencia de las longitudes de los cami- 
nos por las que pasan las señales, es decir, en la representación de la función 
Fíé1(x%1, ...), x2) la probabilidad de que surja el riesgo es dos veces menor 
que en la representación de la función Flp(g2(xs, ...), xı), X2). Por lo tanto, 
la probabilidad de que surja el riesgo para la función f(X) es proporcional 
al desbalance de longitudes de los caminos d; en el esquema que realiza 
KX), dí = E | lmea — li | , donde lnea es la longitud media del camino, /, es 
la longitud del ¿-ésimo camino. El desbalance d; puede valorarse por el des- 
balance de las profundidades de entradas d, que se obtiene de d, sustituyen- 
do li por vi, lnea POT Pmed, donde Pmea es la profundidad media de entrada 
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de una variable en una función, »; es la profundidad de entrada de la va- 
riable x en la función. 

La segunda de las exigencias anteriormente aducidas se cumple automá- 
ticamente en la descomposición f(X) tipo 


FleuXa), Po(Xa), E(X), -~ E(Xa)), (4.13) 


donde X¿UXp = X, XaNXa = Ø. 

Examinemos el método de la descomposición estructural y funcional 
tipo (4.13) orientado a las funciones débilmente definidas. Se basa en la 
representación de la función por un K-grafo. Llámase K-grafo un grafo 
de dos partes G* = (V^, V”, Ui, Uo), en el cual los conjuntos V^ y V? 
determinan el conjunto de vértices G”, rhientras que U, y Uo son los con- 
juntos que representan aristas de dos tipos que unen los vértices de V^ y V”, 

De la partición del conjunto X en X4 y Xa se desprende la partición 
de cada juego mi; del campo unitario de definición de la función f(X) en 
dos subjuegos mf y mf'que comprenden las variables entrantes en X4 y 
Xp, respectivamente. Los campos unitario y nulo se determinan mediante 
las colecciones de los pares de subjuegos (mí mb). De tal modo, la función 
AX) con la partición prefijada de X en Xa y Xa se representa por el K-grafo 
G“ = (V^, V”, Ui, Uo), donde V^ es el conjunto de subjuegos mí. V” 
es el conjunto de subjuegos mf! U1, Uo son las relaciones binarias que deter- 
minan los campos unitario y nulo de la función. 

Examinemos la función booleana débilmente definida f(X), X = {xı, 
Xz, Xy, X4}. La función f(X) toma el valor 1 sobre el conjunto de juegos 
Mi = (1010, 0111, 1101, 1100); toma el valor O sobre el conjunto de juegos 
Mo = (0001, 1000, 1011). Sean X4 = (X1, X2}, Xp = |X», x4}. El K-grafo 
G* que representa f(X) con la partición dada X aparece reflejado en la 
fig. 4.27, a. Las aristas tachadas forman el conjunto Uo, las no tachadas, 
el conjunto Us. 

Definamos la operación de encolamiento de los vértices en el K-grafo. 
Dos vértices de una clase vı y vz pueden encolarse, si no existe el vértice 
w de otra clase ligada con un vértice por la arista y con otro, por la arista 
tachada. Como resultado del encolamiento los vértices se sustituyen por 
uno y sus entornos se agrupan. Por ejemplo, después de encolar los vértices 
correspondientes a los juegos Xx2 y X1X2, el K-grafo tiene forma dada en 
la fig. 4,27, b. Notemos que el encolamiento de los vértices de una clase 
cambia las condiciones del encolamiento de los de otra clase, Encolaremos 
los vértices del K-grafo hasta que sea posible. El K-grafo resultante está 
representado en la fig. 4.27, c. 

Teorema 4.2. Una función booleana f(X) = f0%, Xz, - - Xu) es repre- 
sentable en forma f(X) = FIXA), --. AXA) EX), - +, Ed AB), 
XX = Ø, XX = X, p< | Xa |, 5< | Xa] si, y sólo si, existe una 
sucesión de operaciones de encolamiento que reduce el K-grafo GF = (V^, 
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V’, Ui, Uo), que representa la función, al K-grafo G* = (Vi, VË, Ui, US) 
que tiene Vi| <2, | VP| <2. 

El criterio de calidad de la descomposición es el mínimo del número 
de funciones ø; y $; que se alcanza minimizando el número de vértices en 
las clases del K-grafo después de encolar. El proceso de encolar los vértices 
es equivalente a la coloración de los grafos de incompatibilidad Ga = (V*, 
U^» y Ga = (V?, US). Los portadores de estos grafos son las clases de 
los vértices V“ y V”. Dos vértices vı y vz de un grafo de incompatibilidad 
son adyacentes, si uno de ellos se une con un vértice de otra clase mediante 
una arista y el otro, mediante una arista tachada. Los grafos de incompati- 
bilidad para el K-grafo representado en la fig. 4.27, a se ofrecen en la fig. 
4.27, d. 

Si fijamos el mismo color de dos vértices del grafo de incompatibilidad, 
esto es equivalente a encolarlos y por esta razón, en caso general, lleva 
a introducir nuevas aristas en otro grafo de incompatibilidad. Si los vértices 
vı y vz de un grafo G; (i = A, B) pasan a ser de un mismo color, en Gy 
(Y = A, B,  % 1) se introducen las aristas (ws, w») tales que en la configura- 
ción de Ga y Gs los vı y wı se unen mediante una arista, v2 y wz, mediante 
una arista tachada. De aquí se deduce que en caso general la coloración 
de configuraciones de los grafos de incompatibilidad no se determina por 
su coloración independiente. El proceso de encolamiento es equivalente a 
la coloración conexa de los grafos de incompatibilidad. Como coloración 
conexa de la configuración de grafos Ga y Ga se comprende una partición 
de los vértices de los grafos en clases (y atribución de un mismo color a 
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los vértices de cada clase) tal que en cada clase, los vértices no son adyacen- 
tes dos a dos y, además, en Ga, los vértices de cualquier clase no pueden 
unirse simultáneamente mediante las aristas y aristas tachadas con los vérti- 
ces de una clase Ga. Por lo tanto, la descomposición de una función boole- 
ana débilmente definida se reduce a la coloración conexa de los grafos de 
incompatibilidad. 

Aunque en caso general la coloración independiente de cada uno de 
los grafos no determina la coloración conexa es muy interesante encontrar 
las condiciones, en los cuales la coloración independiente de los grafos de 
incompatibilidad da la coloración conexa, puesto que en este caso el proble- 
ma de descomposición se simplifica considerablemente, 

Teorema 4.3. La coloración independiente de los grafos Ga y Gn deter- 
mina su coloración conexa si, y sólo si, la configuración de Ga y Ga no 
contiene la configuración de Gaa en calidad de subgrafo (fig. 4.28). 

CiNecesidad. Sea que la coloración conexa de los grafos Ga y Gs se 
reduce a su coloración independiente. Esto significa que la coloración cone- 
xa de cualquier subgrafo de la configuración se determina también por la 
coloración independiente de los grafos que la integran. La coloración cone- 
xa de la configuración de Gaa no se determina por la configuración inde- 
pendiente, por eso la configuración de Ga y Gs no puede contener Gas 
en calidad de subgrafo. 

Suficiencia. Sea que la coloración conexa de los grafos Ga, Ga no se 
determina por su coloración independiente. Sea también que fijando los 
colores iguales de vértices no adyacentes vı, vz del grafo Ga llegamos a 
introducir la arista (ws, wz) en el grafo Gp. Esto es posible sólo en el caso 
cuando uno de los vértices vı, vz se une con uno de los vértices wi, Wa 
mediante la arista y el otro se vincula con el restante mediante la arista 
tachada. Otras aristas entre vı, vz y Wi, wz no pueden existir ya que en 
caso contrario serían adyacentes a vı, Vz O wr, W2. Pero Ja configuración 
descrita de vı, vz y Wi, wz es la configuración de Gaa con exactitud de 
hasta la redesignación. Por lo tanto, si Gas no se presenta en la configura- 
ción de Ga, Gs como un subgrafo generado, la coloración independiente 
de Ga y Gs determina su coloración conexa. 

Si sabemos la configuración de Gas, podemos proponer el aparato 
constructivo para reducir la coloración conexa a la independiente. Para ca- 
da subgrafo de la configuración, isomorfo a Gas, con los vértices v, U2, 
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ws, wi introduzcamos los vértices ví, ví, wí, wś. Unamos ví con los vértices 
de T(v1); v¿, con los de P(w»); wi, con los de T'(w:); wz, con los de (wa). 
Introduzcamos también las aristas (ví, ví) y (wí, wí). La configuración 
obtenida la denominaremos extensión y denotaremos G4, Gp. Hallemos 
la coloración independiente de G4 y Gp. Ahora realicemos la operación 
de reducción: para toda configuración de Gan eliminemos los vértices vi, 
Ya Y Wi, Wa, si el vértice vı es del mismo color que v y w, es del mismo 
color que wz. Pero, si por lo menos un par de v1, v2 y W1, w2 no es concolore- 
ado, eliminemos ví, ví, wí, w¿. Resulta la coloración conexa de la configu- 
ración de Ga, Gh. : 

Ejemplo 4.4. La extensión de Ga, Ga para la configuración de Ga, Ga dada en la fig. 
4,27, a y la coloración independiente de Ga, Ga están representadas en la fig. 4.29, Como 
resultado de la extensión de Ga y Gs obtenemos el encolamiento del K-grafo ofrecido en 
la fig. 4.27, c. 

Codifiquemos Jos vértices de cada clase. La longitud del código de ésta es igual a Jlogas!, 
donde s es el número de vértices en la clase. Cada código determina un juego definido sobre 
nuevas variables, obtenidas como resultado de la codificación: p, para una clase £;, para 
otra. De este modo, el X-grafo determina una nueva función F, exterior en la descomposición 
(4.13). La descomposición de la función considerada se determina del modo siguiente: 

LO, Xas Xi, X4) = Fpl X), PX, X2), E, 4)). 


La función Fler, ya, £) toma el valor unitario sobre el conjunto de juegos M, = tpp, 
Papak, Prak) y el valor nulo sobre et conjunto de juegos Mo = (Piya£, P1). Con ello, 
pipa y Ẹ son las funciones débilmente definidas. Para ellas escribamos los conjuntos de juegos 
unitarios y nulos; 

Mipi) (xxl, Molpi) = (Lixa, Xi Ra, XF); 

Mike) = (5%), Malo) = (Evo, Xi, aun); 

MU) = (ox, DU), Mo = (0) = (23%, Ra): 


La signatura de las álgebras determina leyes de composición, cuyas pro- 
piedades se prefijan por las identidades de las álgebras. Las leyes de compo- 


Fig. 4.29 
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sición permiten determinar el funcionamiento de un todo único por el fun- 
cionamiento de sus partes. Durante la síntesis de los sistemas el funciona- 
miento de un todo único está prefijado y es necesario determinar el fun- 
cionamiento de sus partes, o sea, construir una estructura que realiza el 
funcionamiento prefijado. En la síntesis no tienen interés las leyes de com- 
posición, sino las de descomposición. 

Examinemos un modelo 


Y =<M, PÍ, PL... Ph), 
donde 
Anini i cuando mx = fimi, Ma, n Me-1) 
en caso contrario. 


Análogamente al concepto del álgebra 
AM, Sis Sas + fahs 
introduzcamos el concepto de la coálgebra 


K = 4M, xÁ, xf, cs 


donde M es el portador de la coálgebra, xf, x$, .. .„ xh es su signatura. 
El procedimiento de determinar por mz un conjunto (My, Mz, + + » M1), 
tal que mi = fiM, ma, .... Me-1), Se denomina co-operación xÍ(ms), 


xim) = (Mi, m, + Maa) 


Es obvio que, si el resultado de operaciones f; es estrictamente univoco, 
el de la co-operación xf no lo es. El álgebra determina las leyes de composi- 
ción, la coálgebra, las de descomposición. 

Así como existen, por ejemplo, las álgebras de Boole, las de Webb, el 
álgebra implicativa, el álgebra de Zhegalkin es lógico, desarrollando la te- 
oría de las coálgebras, esperar que aparezca la coálgebra de Boole, la de 
Webb, la implicativa, la de Zhegalkin. 

En el presente está elaborada solamente la coálgebra de grafos que es 
isomorfa a la coálgebra de Boole, cuyo portador está prefijado por los 
diagramas de Hasse o por los grafos estructurales. 

En un grafo estructural, cada vértice está ponderado por una terma pri- 
maria x? y el camino corresponde biunivocamente a un intervalo maxi- 
mal (implicante simple) de una función booleana J(X1, X2, « +=, Xn). 

Llámase codlgebra de los grafos una colección de la forma 

K= (<M, x“, x”), 
donde el portador M es el conjunto de todos los grafos estructurales po- 
sibles, la signatura es la co-operación de disyunción xY y la co-operación 
de negación x~ de los grafos estructurales. A continuación, estas dos co- 
operaciones se denominarán operación de descomposición x“ y operación 
de inversión x” de los grafos, respectivamente. 


me) = 
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Operación de descomposición x” de los grafos. Cumpliendo esta ope- 
ración se indican las direcciones, en las cuales se transcurre la descomposi- 
ción del grafo H. La dirección se prefija mediante los vértices que son los 
elementos maximales de los subgrafos del grafo H. 

La operación de descomposición x ~ (H) del grafo H en direcciones V; 
(i= 1, ....., K) es la formación respectiva de los subgrafos H; (i = 1, ... 
+ +  K) compuestos de todos los vértices {v/j = 1, ... .. 1] y los arcos que 
los unen, para los cuales en el grafo H existe un camino que une 
veloj = 1, .... 1] y EV 

Por ejemplo, el resultado de la operación de descomposición del grafo 
estructural A en las direcciones {x3} y (x2, Xs] está efectuado en la fig. 
4.30. El signo (') marca las letras repetidas, para que éstas identifiquen 
los vértices del grafo. 

La operación de inversión de x~ grafos. El grafo estructural representa- 
do en forma de la superposición de estructuras tipos + y o se denomina 
grafo tipo xo. 

La operación de inversión x” (H) de un grafo estructural H es la reduc- 
ción del grafo dado a un grafo tipo xo utilizando su descomposición, la 
sustitución de cada subgrafo tipo o por un subgrafo tipo 1 y de cada subgra- 
fo tipo x por un subgrafo tipo o; con ello, cada peso x?" del grafo inicial 
se sustituye por el peso x(”.* "942 en los vértices correspondientes del 
grafo obtenido. 

Para la propiedad de los grafos estructurales de ser grafos tipo o son 
prohibidas las figuras Hr (fig. 4.31). Por consiguiente, la desintegración mi- 
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nimal de un grafo estructural, cuando éste se reduce al tipo ro-grafos, se 
determina por el cubrimiento minimal de una tabla, en la cual los subgrafos 
Hr son las figuras prohibidas, y sus componentes son los vértices de poten- 
cia dos (vértices minimales y maximales de la diagonal), uno de los cuales 
se desintegra durante la transformación. 

En el ejemplo a examinar (véase la fig. 4.30) la tabla descrita puede representarse en 
forma de la tabla 4.8. 


Tabla 4.8 


AA TAE 


oo--00 
=-o0000 
00-00 


1 
1 
o 
o 
o 
o 


Nanaca 


Tenemos seis cubrimientos de esta tabla: 
(avbievdev fev) = acevbecvbefvadivbafvafe. 
Para ser precisos, escogemos el cubrimientos 1%, e, /). Entonces el grafo estructural considera- 
do H es representable por la descomposición de los subgrafos =, a 
H = alla), oliti, 23), 2O, ola, RI), 
olxa Xa, x), moli, B), Xí, 3). 
En este caso, la inversión del grafo x“ (4) = H (fig. 4.32) es la expresión de la forma 
H = non rO, Es), oxi, (0%, Xx), 
a, La, ZO, O(G, 10), Bi, x9). 
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Al sintetizar los esquemas lógicos en una base funcional B, es necesario 
determinar resultados de los co-operaciones tipo 


x^ (b¡€B), es decir, 
E) = (Hi, Has Ha, (4.14) 


donde kem es el coeficiente de entrada del elemento by. 

Se puede obtener el resultado de la co-operación x/* empleando res- 
pectivamente una serie de co-operaciones tipo x“ y x” en el orden inverso 
del que siguen las operaciones V y 7 en la descomposición de la operación 
Sm en V y ~. Por ejemplo, determinamos los resultados de la co-operación 
de Sheffer x’ (H) empleando la coálgebra de los grafos del modo siguiente. 

Sea necesario hallar el resultado [/f, H2} de la co-operación x'(11), 
es decir, 


x UH) = (Hs, Ha). (4.15) 


Los grafos Hı y Ha son los resultados de x"(H) si, y sólo, si según la 
definición de co-operación, sus funciones correspondientes fi (H1) y fa(H2) 
están ligadas como 


HE) = ft) | fah). 


Pero, por otra parte, f(H) = J(H)VA(H). De aqui, según la definición 
de la co-operación y las igualdades 


MH) = [Hi, Hi), x~ (Hí) = Hr, x~ (Hi) = Ha, 
es decir, para la base de Sheffer la igualdad (4.15) puede reducirse al sistema 


Hh = Hi), 
Hh = x` (Hiex“ (H). 


A continuación el j-ésimo componente del resultado de la co-operación 
xH) = (Ehi, Ha, .. » Hj, . . Hew) se designará por x^(H) | y, es de- 
cir, Hj = XD) | y 

En el caso que se examina la ecuación (4.15) está reducida al sistema 
de la forma 


H = 000 | i), 
Ha = x” (x“(H) | 2). 


Reduciendo el problema de determinar el resultado (Hi, Hz, ..., 
Ha.) de la co-operación »(H) al problema de determinar los resultados 
de las co-operaciones x“ y x” se reduce, en esencia, la ecuación estructu- 
ral (4,14) resuelta respecto a (Hi, Hz, . . .. Hr.) al sistema compuesto de 
Ken: ecuaciones estructurales con la particularidad de que cada (j = 1, . . 
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A 9 HHJ-  atovëviEja 
H 


5 abed 
H 


Fig. 4.33 Fig. 4.34 
» -n kem) ecuación estructural del sistema está resuelta respecto a Hj, es 
decir, 


Hi = ae a (H) OA 
Hi = (ah (xH) . 


(4.16) 


A) ~ 


donde x“E[xY |e, x7); i= 1, oo ay Kemi , nj nj es el número 
entero determinado por el elemento básico b para cualquier j. 

El sistema (4.16) es Ken ecuaciones estructurales independientes una de 
otra. No se puede reducir la solución de la ecuación estructural (4.14) a 
la solución del sistema de ecuaciones de la forma (4.16) para cada elemento 
básico b,¡€B. 

Determinando la forma del elemento básico, para el cual la solución 
de (4.14) se reduce a la solución de (4.16), partamos todo el conjunto de 
las bases funcionales en dos clases: bases conexas e inconexas. 

De antemano, a cada elemento básico (b,€B) le ponemos en correspon- 
dencia el grafo Hp, construido del modo siguiente. Expresemos la función 
booleana fo, que se realiza por el elemento b; mediante las cópulas V y 
~. Representemos la expresión obtenida, en la que se tienen sólo las opera- 
ciones «disyunción V» y «negación” » en forma del grafo Hp, según la in- 
terpretación geométrica de la operación /-ádica de disyunción y de la opera- 
ción de negación (fig. 4.33). 

Una base B = {b/i = 1, ..., n) se denomina inconexa, si ninguno de 
los grafos Hp, que corresponden a las funciones fo, realizados por medio 
de los elementos de la base, contiene ciclo. 

Por ejemplo, las bases de Webb, de Sheffer, implicativas y coimplicativas 
(se llama operación de coimplicación a la negación de la implicación). 

La base B = [b/i= 1, ..., n) se denomina conexa, si al menos un 
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grafo Hokié(1, 2, ... .. n)) correspondiente a la función fXi€(1, 2, ..., 
ny), realizada por uno de los elementos de la base, contiene un ciclo. 

Por ejemplo, la solución de la ecuación x“(H) = (Ha, Ho, He, Ha) 
correspondiente a un elemento principal de SUANI (fig. 4.34) se reduce 
a la solución del sistema de la forma: 


A UDS 

Ho = xT ECO DD. 

He = GOA | DID | i 

Ha => (x(x CH) | 2) |2), 
NE D) 


Aquí A es el signo de la operación que se realiza por un elemento principal 
de SUANI. 

En este caso, cuando se realiza la síntesis en las bases conexas, la deter- 
minación de los resultados de las co-operaciones se reduce también a la 
solución de un sistema de ecuaciones estructurales, pero ya dependientes 
una de otra. 

Para sintetizar los esquemas lógicos en las bases funcionales cons- 
truimos, por la función f realizada, un grafo estructural que luego transfor- 
mamos en el funcional empleando la coálgebra de los grafos. El grafo fun- 
cional obtenido es el esquema lógico buscado. Proponemos el siguiente pro- 
cedimiento de transformar el grafo estructural en el funcional. Examinemos 
el algoritmo dado a continuación en el ejemplo de la síntesis de un grafo 
funcional que realiza una función booleana de tres variables del contador 
de paridad en la base B = {>, 0). 

El algoritmo comprende los siguientes pasos: 

1. El grafo estructural Hy que realiza la función booleana f se pone en 
correspondencia a un elemento maximal del grafo Hp correspondiente al 
elemento básico DEB. 

2. Conforme al grafo Hp que determina las propiedades funcionales y 
estructurales del elemento beB se cumplen las operaciones correspondientes 
de descomposición y de inversión sobre el grafo Hy. 

3. Como resultado del cumplimiento de las operaciones del punto 2 
se determinan los grafos estructurales Hy, correspondientes a los elemen- 
tos minimales del grafo Hb. 

Señalemos que el elemento maximal del grafo Hp corresponde a la sali- 
da del elemento básico b, y los elementos minimales, a las entradas de 
este elemento. 

En la fig. 4.35 se ilustra el cumplimiento de los primeros tres pasos 
para el ejemplo considerado. 

Para cada uno de los grafos hallados H», los puntos 1, 2 y 3, se cumplen 
hasta obtener grafos estructurales que realizan funciones booleanas admi- 
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IR) 


z a. x 
» ” 
o) 
” “n 3 Fig. 435 


sibles en las entradas del esquema lógico. Por lo general, tales funciones 
son las variables x o las variables y sus negaciones. 

Si en ¡-ésimo paso de la transformación de un grafo estructural en un 
funcional fueron obtenidos N grafos que realizan una misma función con 
exactitud de hasta conjunciones idénticamente iguales a cero, estos grafos 
se juntan en [N/ken] grupos ([] es el signo del número entero más próximo; 
Ken es el coeficiente de salida (coeficiente de ramificación) del elemento 
básico). De tal modo, construyendo el grafo funcional se tiene en cuenta 
el coeficiente de ramificación de kem elementos básicos. 

En la fig. 4,36 se muestra el resultado definitivo de la transformación 
del grafo estructural en el funcional en la base {—, 0}. 

En las bases de la primera y la tercera clase topológica la conversión 
H-»S de un grafo estructural H a un esquema de conmutación $ se realiza 
de una manera trivial, sustituyendo los vértices por los elementos conmuta- 
dores y los arcos, por los canales de conexión de conductividad unilateral. 

En las bases de la segunda clase topológica durante la transformación 
H>S pueden aparecer los caminos excedentes debidos a la conductividad 
bilateral de los canales de conexión, si el grafo estructural H contiene el 
subgrafo Qs representado en la fig. 4.37, a. Al quitar la orientación de 
los arcos (fig. 4.37, b) los elementos incomparables se hacen comparables 
y aparece un camino excedente, lo que hace el grafo salir de la clase de 
los grafos equivalentes en el sentido de la realización de la función prefija- 
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Fig. 4.36 


da. Para eliminar los caminos excedentes es necesario orientar la arista 
diagonal colocando un diodo de desacoplo en ésta (fig. 4.37, c). 

El grafo Qs (fig. 4.37, a) es una figura prohibida de la transformación 
H->S. Por consiguiente, la minimización de los diodos de desacoplo se 
reduce al cubrimiento de la tabla semántica, en la cual las figuras prohibi- 
das son los subgrafos Qs y sus componentes son las aristas diagonales, 
donde se colocan los diodos de desacoplo. 


ADD 


Fig. 4.37 
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Fig. 4.38 


En las bases de la segunda clase topológica, la conversión H— S se reali- 
za (igual que en las bases de la primera clase), orientando las aristas diago- 
nales en las figuras prohibidas Qs. En las bases de esta clase, en la transfor- 
mación H=S, la abstracción del esquema de conmutación (fig. 4.38, a) 
es un grafo lineal (fig. 4.38, b), cuyos arcos están ponderados por las termas 
primarias o unidades correspondientes a los diodos de desacoplo. El grafo 
lineal se obtiene al sustituir los vértices del grafo estructural H por los arcos 
con los mismos pesos conservando los caminos de partida. 

En las bases de la cuarta clase topológica, durante la transformación 
HS pueden aparecer los caminos excedentes no solamente en virtud de 
la conductividad bilateral de los canales de conexión, sino como resultado 
de la conductividad bilateral de los elementos. En este caso, los caminos 
excedentes surgen, si el grafo estructural contiene el subgrafo Qu, homeo- 
morfo al subgrafo Qa. Por consiguiente, en las bases de-esta clase, la figura 
prohibida complementaria de la conversión H—S es el subgrafo Qu. Para 
eliminar los caminos excedentes provocadas por la conductividad bilateral 
de los propios elementos, uno de éstos que está en la diagonal de la figura 
prohibida, se orienta conectándole en serie el diodo de desacoplo. 

En las bases de la clase considerada, la conversión H->S se realiza (igual 
que en las bases de la primera clase) orientando las aristas diagonales en 
las figuras prohibidas Qs, Qr. 
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En las bases de la cuarta clase topológica, en la transformación H—S 
la abstracción de esquemas de conmutación es un grafo lineal, cuyas aristas 
están ponderadas por las termas primarias o unidades correspondientes a 
los diodos de desacoplo que se obtienen al sustituir los vértices del grafo 
estructural H por las aristas con los mismos pesos conservando caminos 
de partida, 

En las bases de la primera y la tercera clase topológica, la complejidad 
de los esquemas de conmutación es igual a la complejidad del grafo estruc- 
tural. En la segunda clase topológica se agrega a esta complejidad el núme- 
ro de diodos de desacoplo determinado por la distribución de los subgrafos 
Qs. En la cuarta clase, la complejidad de los esquemas es igual a la comple- 
jídad del grafo estructural correspondiente más el número de diodos de 
desacoplo determinado por la distribución de las figuras Qs y Qu menos 
el número de circuitos de longitud 2, con la particularidad de que las aristas 
de cada uno están ponderadas por la misma terma primaria. Cada uno 
de estos circuitos se sustituye por un elemento de conmutación de conducti- 
vidad bilateral. 

De este modo, contando solamente los elementos de conmutación, en 
las bases topológicas la complejidad de los esquemas lógicos es igual a 
la complejidad del correspondiente grafo estructural H. En las bases fun- 
cionales, el grafo estructural H(f) que determina la función booleana en 
realización se transforma en un esquema lógico por medio de la coálgebra 
de los grafos. 

Para describir el funcionamiento del dispositivo automático en tiempo 
utilizando funciones booleanas, pongamos que todas las señales que llegan 
puedan cambiarse en tiempo solamente de modo discreto. Al elegir interva- 
los suficientemente cortos de tiempo consideremos que la señal cambia so- 
lamente en la frontera de los intervalos de tiempo y no cambia dentro del 
intervalo, 

Escogemos la duración del intervalo, partiendo de los siguientes razona- 
mientos. Desarrollemos una serie booleana en tiempo x(t) en la suma de 
patrones de función de la forma 


x(t) = Vaart). 

Los patrones de función más simples a, a1, 42, ... . se dan en la fig. 4.39 
donde Ta es el tiempo del análisis de funcionamiento del dispositivo auto- 
mático; con ello, 

T= Tvt, (4.17) 
donde T; es el periodo del patrón de función æ. Según (4.7) la duración 
del intervalo minimal 

T= TP", 
donde y es la profundidad de cuantificación en tiempo. 
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LO! 


Fig. 4.39 


Para cualquier dispositivo automático existe el tiempo mínimo Ton 
entre dos transiciones adyacentes. Para describir el funcionamiento del dis- 
positivo automático en tiempo con el grado suficiente de exactitud, es nece- 
sario que 

To 
Tio 


Asi, pues, para la representación analítica de las series booleanas en 
tiempo con el grado dado de exactitud, es necesario tener la profundidad 
de cuantificación en tiempo y>logz (To/T mia). 

Un intervalo temporal mínimo 7; se denominará cuanto en tiempo. En- 
tonces, a cada cuanto le corresponde una constituyente de la unidad de 
una función booleana temporal p(40, a1, az, . .., a,) cuyas variables son 
patrones de función ao, a, 42, ..., ay. Por consiguiente, cualquier serie 
booleana en tiempo con el grado dado de exactitud puede representarse 
como una función booleana de a, 41, . . ., a, y utilizarse como una función 
booleana habitual. Por ejemplo, la serie booleana en tiempo x(t) (fig. 4.39) 
puede representarse en la forma 


xt) = Tola Vaz) Vao(áa2Va,az). 


Tin > Tx © y>l08g2 


(4.18) 


Cada elemento real que integra el esquema lógico que se sintetiza posee 
una constante de tiempo, Por lo tanto, en los esquemas lógicos prácticos 
tienen lugar procesos transitorios que debemos tener en cuenta. Examine- 
mos el empleo del concepto de la derivada para investigar los procesos tran- 
sitorios en esquemas. 


- =x00x4= 1), (4.19) 


se llama derivada en tiempo E de una variable booleana x(£); x(1) es 


una sucesión booleana en tiempo que toma los valores 0, 1 en los momentos 
de tiempo 0, 1, 2, . . . Para más presición, en (4.19) tomemos el signo «—». 
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La derivada en tiempo muestra la variación de la señal en tiempo. Examina- 
remos las series booleanas periódicas. 


Hlustremos el concepto de la derivada temporal en el siguiente ejemplo. Si la variable 
x(t) en tiempo £ = 0, 1,2, 3, 4, 5 cambia respectivamente asi: x(/) = 0, 1,0, 1, 1, 1, la derivada 


temporal cambia como ¿== 1, 1, 1, 1, 0, O. 


Consideremos un esquema lógico de dos entradas que se conmutan si- 
multáneamente. Para más precisión examinaremos la transición (0, 0)>(1, 
1). La condición de conmutación simultánea de los canales de entrada xı 
y xa es ideal. En realidad, con la probabilidad casi igual a la unidad, cam- 
bia, primero, una entrada y, dentro de un rato otra. En dependencia del 
orden de su conmutación, el camino de (0, 0) a (1, 1) puede pasar a través 
de (1, 0) ó (0, 1). Analicemos dos casos: 

1. Las funciones (0, 0) y fU, 1) no son iguales. La señal de salida antes 
y después de la conversión es diferente. Entonces, en los estados intermedios 
puede tener lugar ora el valor «viejo» de la señal, ora el «nuevo». Si en 
el esquema faltan picos, en principio no puede haber ninguna señal falsa. 

2. Las funciones (0, 0) y Al, 1) son iguales. La señal de salida antes 
y después de la conversión es igual, es decir, en la salida la conversión «no 
se siente». Pero, si en los estados intermedios la señal de salida se difiere 
de f(0, 0) U, 1)), durante la conmutación puede aparecer una señal falsa, 
la conversión es crítica. Este fenómeno se denominará riesgo en el esquema 
lógico. El camino, por el cual la señal pasará del estado (0, 0) al (1, 1), 
depende de los parámetros físicos de las señales del esquema y de la suerte, 
ya que los parámetros tienen carácter estadístico. 

Siguiendo a Bochmann, pongamos las condiciones necesarias y sufi- 
cientes de la conversión crítica, Para que la conversión del estado (01, 02) 
en el (31, 32) (01, 02 =0, 1) sea crítica es necesario y suficiente que 


a) flon 02) =J(0, D) 
b) Ai, 02) % flor, 02) O for, T2) # flor, 02). 


Es fácil enunciar estas con 
la conversión crítica tenemos: 


¡ones empleando las derivadas. En caso de 


a) la conmutación simultánea de ambas entradas: ži. r. 

b) el valor de la señal de salida antes y después de la conversión es 
> E 

di 

0(x1X2) 

c) la conmutación solamente de una entrada lleva a la conmutación de 


uta. 9 f 
la salida: T v TN 1 


igual a: 
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Por lo tanto, el error se expresa del modo siguiente: 


aro la te (y f 


= -ar ar (Bx EEN qn 


donde Af es la función del error. 


En la expresión (4.20), la conjunción ¿XL E determina las pro- 


piedades de la señal, a continuación la denominaremos miembro de señal. 
La conjunción Z UvA A PA y determina las propiedades de la fun- 
ción que se realiza; en aaile da dencuniarenios putemtsro finclondl de 
la fórmula que define el error. 

Uno de los procedimientos para aumentar el rendimiento del ordenador 
es el incremento de la frecuencia de trabajo de los elementos utilizados. 
Los elementos electrónicos moleculares modernos tienen frecuencia de tra- 
bajo de miles megahertzios. Durante el funcionamiento de los esquemas 
lógicos, el retardo en el circuito de los elementos se hace comparable con 
el periodo de trabajo del esquema, lo que lleva a la necesidad de tomar 
en consideración las señales falsas determinadas por la expresión (4.20). 

El error no surge, si Af = 0, para lo cual es necesario hacer restricciones 
en el miembro de señal o en el funcional de la fórmula. 

Examinemos el caso de los esquemas lógicos, en los cuales tres canales 
de entrada se conmutan simultáneamente. Según (4.20) el error tiene lugar 
cuando se conmutan dos entradas arbitrarias. Por consiguiente, en la con- 
mutación de tres entradas xa, xo, xe la función de error contiene los siguien- 
tes miembros: 


ÔXa dx Ly ; 
ðt ðt «Ly: 

ea ¿8 (AL Eae 
ðt öt PA Foex) * 


dw xf ðf y Y FF 
a at (Bx * dx) o) 


La fórmula que determina las condiciones en que surgen los errores 
al conmutar tres entradas, contiene otro miembro que tiene en cuenta la 
conmutación Eog F tres entradas: 


axa dx de (¿EL EL xq EL T 
ðt ðt Iar V Ô(XaX) Blore) ) aXbo) ` 


Por lo tanto, para la conmutación de tres entradas la función de error tiene 
forma: 
= 3X dx (3f y 3f f 

ðt ðt (xe Bx ) Ixo) 
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ERES F oy 
ra 


ðt Ji (Ixa D(xexe) 
axa AA A 


ð ðt NOx dx) Foxe) 


ôx Oxe xe (_ f Èf BS ) TF 
dr de dt N A(xxo) bi Ixe) T O(xoxe) ) IXaXoXe) (421) 


Designemos el miembro funcional de la función de error que integra 


OXa, IXa Ox 
a ar ear * Somo Fra Xan + ++ 
+, Xa). Entonces (4.21) puede escribirse en la forma 
ð: 
Af = Du De Xa IXe 


a ar e N GE a FA V 


Xo dx: Xa Xb IXe 
v-e ar ON -a a ae FO: O xo). 
Generalizando la función de error para el caso de conmutación de 7 
entradas en el esquema lógico, obtenemos 


una misma conjunción con 


Fe Xar » -o Xa.) = ( 


x 


Was Xan «+» Xaa) 
y la función de error tiene forma 
ig ði dl bd di di di 7 
Aaf = ar ar FE id Se e gr F das D a V 
Oxa Xas xa. Bk N 
hir aer Maa ú i Xas ooo Xa), its izy aaa = 
= t, 02.1 On (4.23) 


De la fórmula (4.23) se desprende que con el aumento del número de 
canales de entrada que se conmutan aumenta la probabilidad de la conver- 
sión crítica. A la conmutación de tres canales en la entrada del esquema, 
la probabilidad de riesgo no es menor del 75%. La función de error Af 
es de carácter estadístico. 


§ 4.8. Simulación de los sistemas de autómatas mediante 
las redes de Petri 

Debido al empleo cada vez más amplio de los sistemas de cálculo paralelos 

y distribuidos adquieren especial actualidad las estructuras discretas que 

representan los procesos en paralelo. Como aparato para describir los siste- 
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mas complejos de los procesos en interacción se presentan los sistemas for- 
males tipo redes de Petri que simulan las propiedades dinámicas de los 
sistemas. 

El carácter formal de las redes de Petri tipo común se basa en el concep- 
to del acopio que es cierta generalización del concepto del conjunto. Al 
igual que el conjunto, el acopio es un juego de los elementos, pero cualquier 
elemento puede incluirse en este acopio más de una vez. En otras palabras, 
la relación de inclusión que une los elementos y conjuntos se sustituye por 
una función del número de ejemplares del elemento en el acopio que se 
denota por medio de + (x, B) (se lee: «el número x en el acopio B»). El 
conjunto es un caso particular del acopio. 

Muchos conceptos de la teoría de los conjuntos se distribuyen también 
en los acopios. Así, el acopio vacío es análogo al conjunto vacío. La poten- 
cia de un acopio es el número total de ejemplares de los elementos en el 
acopio. El acopio A se incluye en el acopio B (es un subacopio), si para 
cualquier x # (x, 4)< + (< B). Empleando la función + es fácil determi- 
nar las operaciones sobre los acopios: para la unión de los acopios A y 
B 4 (x, AUB) = máx (+ (x, A), # (x, B)); para la intersección de los aco- 
pios A y B + (x, ANB) = mín (+ (x, A), + (x B)); para la suma de los 
acopios A y B # (x, A + B) = # (x, A) + # (%, B); para la diferencia de 
los acopios A y B + (x, A — B) = # (x, A) — #(x, ANB). Si M es un con- 
junto, M” es el conjunto de todos los acopios, construidos de los elementos 
M, tales que 4 (x, B)<n, BEM”; M” es el conjunto de todos los acopios 
construidos de los elementos M sin limitar el número de ejemplares del 
elemento en el acopio. 

La red de Petri es una cuaterna C = (R, T, I, O) donde P es un conjunto 
finito de posiciones, T es un conjunto fi de transiciones, IT=P” es 
la función de entrada que aplica las transiciones a los acopios de posiciones; 
O.T=P” es la función de salida que aplica las transiciones a los acopios 
de posiciones. La red de Petri se representa gráficamente en forma de un 
grafo múltiple con los vértices de dos tipos: los círculos corresponden a 
las posiciones, las rayas, a las transiciones. Las funciones / y O se represen- 
tan por arcos (fig. 4.40). 

Las posiciones desde las cuales los arcos llevan a la transición (, se deno- 
minan de entrada para tj de manera análoga, las posiciones a las cuales 
llevan los arcos desde la transición t; se llaman de salida para {;. El conjunto 
de las posiciones de entrada se denota mediante /(£), de salida, por medio 
de O(2). En la red de Petri representada en la fig. 4.40 se tiene 7(41) = (21, 
Pr, Pi}, O(t1) = [D3, pa, pa). Es cómodo generalizar las funciones Z y O 
sobre la aplicación de las posiciones en los acopios de transiciones (P=7"), 
lo que permite designar los conjuntos de las transiciones de entrada y de 
salida de la posición p, (que se determinan de modo análogo a los conjuntos 
de las posiciones de entrada y de salida de la transición) por medio de 
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Fig. 4.40 


Ito) y O(pi), respectivamente. En la red de Petri representada en la fig. 
4.40 se tiene /(p3) = (h, t}, O) = (ía, ta). 

Los conceptos introducidos se refieren a la estructura estática de la red 
de Petri. Las propiedades dinámicas de esta red se determinan utilizando 
el concepto de la marcación. La marcación y de la red de Petri C = (R 
T, I, O) es una función que aplica el conjunto de posiciones P en el conjun- 
to de los números enteros no negativos N. La marcación se representa 
empleando fichas (puntos) que se colocan dentro de las posiciones. Asi, 
la marcación de la red de Petri dada en la fig. 4.40 se determina como 
mps) = lps) = 1, p(m) = plpa) = lps) = 0. 

Es cómodo representar la marcación ora como un n-vector p = (pi, 
Hz, - + «y Hn) (donde n = |P |), cada elemento del cual x es (py), ora como 
un acopio y que comprenda las posiciones de la red p,€P y + (pr, 4) = 140). 
La red de Petri C, con la marcación y determinada en ella, se denomina 
red marcada de Petri. 

El arranque de transiciones puede cambiar la marcación de la red. La 
transición í; de una red marcada de Petri C con la marcación y se denomina 
permitida, si I(tj)< y, es decir, en cada posición de entrada p; hay número 
de fichas que no es menor que el número de arcos salientes de esta posición 
en 1. Se puede hacer arrancar cualquier transición permitida. Como resul- 
tado del arranque de la transición 1 la marcación y de la red se sustituye 
por una nueva: p’ = p — I(t) + Olt), es decir, de cualesquiera posición 
de entrada p; de una transición (; se quitan tantas fichas, cuantos arcos 
conducen de p a {y y en cada posición de salida px se colocan tantas fichas, 
cuantos arcos conducen de 1; a pr. La sucesión de arranques de las transi- 
ciones se denomina cumplimiento de la red de Petri. 


Examinemos el cumplimiento de la red de Petri mostrada en la fig. 4.40. En la marcación 
inicial se permite solamente la transición 12. Durante su arranque la ficha se quita de py y 
luego en cada una de las posiciones p: y p se añade una ficha más, es decir, después del 
arranque en la marcación nueva a” aparece también una ficha en pz. Ahora las transiciones 
fa, la se hacen permitidas. Ya que se puede hacer arrancar cualesquiera transición permitida 
supongamos que tal es la transición ta. Después de su arranque las fichas se quitan de las 
posiciones pa y ps y en la posición ps aparece una ficha. En la marcación obtenida y” ninguna 
transición es permitida. Así se termina el cumplimiento de la red de Petri. 
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Analicemos la marcación x de la red de Petri C = (R T, 1, O). La marca- 
ción p’ se denomina directamente alcanzable desde p, si existe una transi- 
ción £¡€T, permitida en y, tal que después de su arranque se obtiene la 
marcación p’; en este caso el par (x, x’) pertenece a la relación de alcance 
directa determinada sobre P”. La clausura transitiva de esta relación se 
denomina relación de alcance. Las marcaciones x’, tales que (x, x’) perte- 
necen a la relación de alcance y se llaman alcanzables desde p. El conjunto 
de marcaciones alcanzables desde y de la red de Petri C se denomina con- 
junto de alcance y se denota mediante R(C, p). 

La interpretación de las redes de Petri se basa en los conceptos de condi- 
ción y suceso. El estado del sistema se describe por una colección de condi- 
ciones. El funcionamiento del sistema consiste en realizar la sucesión de 
ciertas actuaciones, es decir, sucesos. Para que surja un suceso, es necesario 
cumplir unas condiciones llamadas precondiciones. El surgimiento del su- 
ceso puede infringir las precondiciones y cumplir otras llamadas postcondi- 
ciones. En la red de Petri las posiciones simulan las condiciones, las transi- 
ciones simulan los sucesos. Las precondiciones del suceso se representan 
por las posiciones de entrada de la correspondiente transición, las poscon- 
diciones, por las posiciones de salida. El surgimiento del suceso se simula 
por el arranque de la transición. En las correspondientes posiciones, la pre- 
sencia de fichas representa el cumplimiento de condiciones, su ausencia, 
el no cumplimiento. 

Por ejemplo, analicemos un sistema simple de cálculo que procesa en 
serie los trabajos llegados a la cola de entrada. Si el procesor está libre 
y hay trabajo en la cola de entrada, éste se trata por el procesor y después 
sale. La red de Petri dada en la fig. 4.41 puede simular este sistema. 

Establezcamos que particularidades de los sistemas tienen en cuenta las 
redes de Petri. En primer lugar, es la asincronidad. En la red de Petri no 
existe el concepto de tiempo. El tiempo de surgimiento de los sucesos no 
se indica de ningún modo. No obstante, la estructura de la red de Petri 
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establece el orden parcial de surgimiento de los sucesos. Es más, puesto 
que el surgimiento de los sucesos se representa por el aranque de transi- 
ciones, se supone que los sucesos transcurren en un instante. Si el suceso 
que se simula tiene una duración distinta de cero, por ejemplo, el suceso 
«trabajo en procesamiento» (fig. 4.41), y esto es sustancial, lo representa- 
mos en forma de dos sucesos instantáneos de tipo «comienzo del suceso», 
«fin del suceso» y la condición «suceso transcurriendo» (fig. 4.42). Ade- 
más, se considera que los sucesos transcurren no simultáneamente (los suce- 
jos instantáneos no pueden acontecer al mismo tiempo). En efecto, si admi- 
timos el surgimiento simultáneo de algunos sucesos ï y j, a los cuales en 
la red de Petri les corresponden las transiciones 1, y fy, se puede introducir 
una transición complementaria ty con Hty) = Iti) + M5), Oltu) = Olti) + 
+ O(4) que se interpreta como el surgimiento simultáneo de los sucesos 
iy j. En este caso se puede hacer que las transiciones arranquen en serie. 

Otra propiedad importante de las redes de Petri en calidad de instru- 
mento de simulación es su capacidad de representar el paralelismo y si- 
tuaciones conflictivas. El paralelismo de dos sucesos se representa por dos 
transiciones permitidas, cuyos conjuntos de posiciones de entrada no se 
intersecan (fig. 4.43), el conflicto se representa por las transiciones con una 
posición común de entrada (fig. 4.44). 

En lo principal, las redes de Petri se utilizan como un aparato formal 
en la simulación de los sistemas de paralelismo inherente. Al examinar el 
proceso de proyección en total son posibles dos enfoques, distintos en prin- 
cipio, del empleo de las redes de Petri. En el primer caso, el sistema se 
simula por una red de Petri que se transforma, según las reglas determina- 
das, hasta llegar a un aspecto «óptimo». La red obtenida de Petri se trans- 
forma en un proyecto del sistema. Se supone que es también «óptimo». 
Aquí las redes de Petri se aplican directamente para proyectar. Empero, 
este enfoque tiene las dificultades vinculadas con la multiformidad de la 
transformación inversa, las redes de Petri en el proyecto del sistema, lo que 
pone en duda la optimicidad del proyecto que se obtiene. En el segundo 
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enfoque más conocido por todos primeramente se crea, empleando los me- 
dios habituales, el proyecto del sistema y, según éste, se construye un mode- 
lo en forma de la red de Petri. Después se investigan las propiedades de 
la red obtenida y se hacen deducciones sobre las propiedades y característi- 
cas del proyecto, Si no son satisfactorios, los datos obtenidos al investigar 
las redes de Petri se utilizan para modificar el proyecto. El proyecto modifi- 
cado vuelve a transformarse en la red de Petri y el ciclo se repite. Este proce- 
so se termina cuando la red de Petri posea las propiedades necesarias. 

Examinemos que propiedades de las redes de Petri en calidad de modelo 
del sistema pueden interesar al diseñador. Una de las propiedades más im- 
portantes es la seguridad. La posición de la red de Petri se denomina segura, 
si en ésta el número de fichas nunca supera 1. La red marcada de Petri 
es segura, si todas sus posiciones son seguras. Esta propiedad es muy impor- 
tante para interpretar las posiciones como condiciones simples: si en la posi- 
ción hay una ficha, la condición se cumple, si no hay, no se cumple, Si 
la interpretación de fichas es más complicada (por ejemplo, el número de 
fichas indica el número de unidades informativas), puede tener interés la 
pregunta, si es limitado el número de fichas en la posición dada y, si lo 
es, cuáles son sus límites. De este modo, llegamos a la propiedad de limita- 
ción. La posición se denomina A-limifada, si en ésta el número de fichas 
no supera un k entero para cualquier marcación alcanzable, Una red marca- 
da de Petri se denomina k-limitada, si sus posiciones son k-limitadas. En 
la red de Petri dada en la fig. 4.45 las posiciones pı y P2 son seguras, la 
posición pz es 2-limitada y toda la red es 2-limitada. 

En el caso de interpretar las fichas como unos recursos, éstas no deben 
crearse ni eliminarse. En otras palabras, en la red debe actuar ¡a ley de 
conservación. Una red marcada de Petri se denomina estrictamente conser- 
vante, si la potencia de marcación (como de un acopio de posiciones) es 
constante. En caso general la ficha puede interpretarse como un número 
de recursos elementales con la particularidad de que este número se varía 
de una posición a otra. Introduzcamos el concepto de ponderación de posi- 
ciones: un vector W = (Wi, Wa, . . ., Wn), donde wn es el peso de la posición 
pi. Una red de Petri se denomina conservante respecto al vector de pondera- 
ción W, si el producto escalar del vector W y la marcación (considerada 
como un vector) es constante; una red de Petri es conservante, si es conser- 
vante respecto al vector de ponderación W, todos los elementos del cual 
son positivos. 

Las propiedades consideradas hasta ahora se refieren tanto a los siste- 
mas sucesivos como a los paralelos. Pero pasando de los sistemas en serie 
a los paralelos surgen nuevas dificultades en principio: la posibilidad de 
situaciones tope. Llámase tope en una red de Petri un conjunto de transi- 
ciones que no son permitidas en una marcación alcanzable x’ y las marca- 
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ciones posteriores alcanzables de x’. La posibilidad de que surjan topes 
en el sistema se simula por la propiedad de actividad en las redes de Petri. 
Una transición 1, se denomina activa, si no interga ningún tope. La transi- 
ción se llama pasiva, si no es permitida en ninguna marcación alcanzable. 
En la investigación detallada de la actividad de la red de Petri se usa tam- 
bién el concepto de niveles de actividad. La tra: jón (, posee la actividad 
del nivel 0, si no puede ser arrancada (es pasiva); del nivel 1, si potencial- 
mente puede ser arrancada, o sea, si existe una marcación alcanzable, en 
la cual la transición es permitida; del nivel 2, si para cualquier k entero 
existe uná sucesión de arranques de transiciones, en la cual esta transición 
está presente no menor que k veces; del nivel 3, si existe la sucesión infinita 
de arranques, en la cual esta trancisión está presenta con la frecuencia infi- 
nita; del nivel 4, si potencialmente puede arrancar de cualesquiera marca- 
ción alcanzable (o sea, es activa). En la red de Petri dada en la fig. 4.46, 
a la transición 73 es activa, las fı, f2, fa, fs tienen nivel de actividad 3, la 
tó es pasiva. En la red de Petri representada en la fig. 4.46, b la transición 
la es pasiva, la ts posee la actividad del nivel 1, la f2, la del nivel 2, la f, 
la del nivel 3. A 

Uno de los problemas más importantes en el análisis de las redes de 
Petri es el problema de alcance: ¿es alcanzable la marcación a’ de la marca- 
ción inicial y para la red de Petri dada? La importancia de este problema 
se desprende de que la marcación sirve de interpretación del estado del siste- 
ma, La solución del problema de alcance permite determinar, si es alcan- 
zable un estado determinado sea «bueno» o «malo» para el sistema. 

Las propiedades descritas y los problemas correspondientes del análisis 
de las redes de Petri son los más comunes aunque no abarcan todo el con- 
junto de cuestiones que pueden surgir al analizar las redes de Petri. Hay 
dos procedimientos principales para resolver los problemas del análisis. El 
primero se basa en la construcción del árbol de alcance. Llámase árbol 
de alcance un árbol orientado con raiz, a los vértices del cual les correspon- 
den las marcaciones posibles y a los arcos, las transiciones. Al vértice radi- 
cal le corresponde la marcación inicial. De cada vértice salen los arcos 
correspondientes a las transiciones permitidas. La construcción del árbol 
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se realiza sucesivamente, partiendo del vértice radical; a cada paso se forma 
un nivel siguiente del árbol. Por ejemplo, después de tres pasos el árbol 
de alcance para la red de Petri representada en la fig. 4.46, a tiene forma 
dada en la fig. 4.47, a (los vectores representan las marcaciones). Es obvio, 
que si construyendo un árbol no utilizamos acuerdos determinados, las re- 
des activas (hasta limitadas) de Petri tendrán un árbol infinito de alcance. 

Llamaremos de frontera los vértices (y las marcaciones respectivas) 
construidos a un paso siguiente del algoritmo. Si en una marcación de fron- 
tera no hay transiciones permitidas, la denominaremos terminal. Si un vér- 
tice de frontera tiene marcación ya existente en el árbol, la llamaremos 
duplicadora, Para los vértices terminales y duplicadores no construiremos 
los arcos salientes de ellos. Esto asegura el árbol finito de alcance para 
la red limitada de Petri (por ejemplo, fig. 4.46,a y 4.47,a). Para las redes 
ilimitadas hace falta designar de cualquier modo el número infinito de fi- 
chas en la posición. Sea que w designa este número con tal que w + a w, 
w -a= w, a<w, ww, donde a es un número positivo entero arbitrario. 
En la construcción del árbol de alcance usaremos la siguiente regla. Sea 
que un vértice de frontera x no es terminal, ni duplicador. En la marcación 
p para cada transición permitida ¿y construyamos un arco saliente de x y 
lo denotemos por la transición zj, La marcación p’ del vértice nuevo se 
determina del siguiente modo. Si (p:i) = w, p"(pr) = w. Si, en el camino 
del vértice radical a x, existe un vértice a”, tal que después del arranque 
de la transición (; en p, el número de fichas en toda posición no es menor 
que en x” y en la posición p es estrictamente mayor, entonces p’(pi) = w. 
En caso contrario «'(ps) es el número de fichas en la posición p: que se 
obtiene después de que 4 arranque de p (fig. 4.47, b). 

Teorema 4.4. El árbol de alcance de cualesquiera red de Petri es finita, 

La demostración de esta afirmación se basa en las propiedades w y en 
las reglas de introducir este símbolo en la marcación de los vértices de 
frontera. 
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El método de análisis basado en el árbol de alcance permite determinar 
las propiedades de seguridad, limitación, conservación e investigar las pro- 
piedades de actividad y de alcance. 

La red de Petri es limitada si, y sólo si, no hay símbolo « en el árbol 
de alcance. Además, la posición del símbolo « indica que posiciones son 
ilimitadas. Si el símbolo « está ausente en el árbol, el número de marca- 
ciones alcanzables es finito y todas las cuestiones del análisis pueden resol- 
verse mediante el sondeo simple. En particular, para hallar la frontera de 
marcación de la posición dada pa, hay que encontrar el valor máximo del 
iésimo componente entre todos los vértices del árbol. Si esta frontera no 
supera 1, la posición es segura. 

Para establecer si la red de Petri es conservante respecto a un vector 
de ponderación W = (ws, W2, . . ., Wa), es necesario resolver el siguiente 
sistema de ecuaciones lineales con restricctiones: 


pa wi py(pi) = s, cuando j = (l, ..., K), 
wi>0, cuando i = (1, .. n), 


donde k es el número de vértices del árbol de alcance, a los cuales corres- 
ponden distintas marcaciones. (Es evidente que si tenemos pp) = w, 
=0,) 

La posibilidad de resolver los problemas de actividad y de alcance está 
limitada por la existencia del símbolo w que esconde la información concre- 
ta sobre el número de fichas. Por ejemplo, una vez instroducidos dos arcos 
(f, P2), (pa, t2) en la red de Petri representada en la fig. 4.46, b, la red 
obtenida de Petri tendrá el mismo árbol de alcance que la inicial. Al mismo 
tiempo, en la nueva red de Petri, en la posición pa, puede encontrarse sola- 
mente un número par de fichas, mientras que en la red inicial puede haber 
cualquier número de fichas, es decir, los conjuntos de alcance para estas 
redes de Petri no coinciden. Se puede aducir distintas redes con diferentes 
propiedades de actividad, pero deben tener un mismo árbol de alcance. 

No obstante, aunque el árbol de alcance no presta la información 
completa sobre las propiedades de alcance y de actividad, en algunos casos 
permite responder a las preguntas sobre el alcance y la actividad. Por 
ejemplo, si tiene un vértice terminal, la red de Petri no es activa. Resolvien- 
do el problema de alcance puede ocurrir que la marcación g’ está presente 
en el árbol de alcance (la respuesta positiva) o que la marcación #’ no 
se cubre por ningún vértice del árbol de alcance, es decir, "2 upara todos 
los vértices a” (la respuesta negativa). 

Otro enfoque del análisis de las redes de Petri se denomina matricial 
y se basa en su representación matricial. Introduzcamos las matrices D~ 
y D*, a cyuas columnas les corresponden las posiciones, a las filas, las 
transiciones y DG, i) = + (Pn 104), D* G, D = + (ps O(65)). Sea eQ) un 
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vector-fila, cuyos componentes corresponden a las transiciones y todos son 
iguales a cero, excepto el j-ésimo que es igual a 1. Entonces la transición 
y está permitida, si 4>e(/). D” (p se examina como un vector) y el resulta- 
do del arranque de ?, desde p es p’ = p — eU)D” +e0)D* = p + eU)x 
x(D* =D”) = u + eli)-D, donde D = D*—D” es una matriz compue- 
sta de cambios. 

La marcación p’ obtenida de u como resultado del arranque de la suce- 
sión o = tniz ... fx se determina como 


=p + e)D+e)D+ ... +e0k)D = 
+(e) +... +e) = p + ADD, 


donde f(o) = eU1) + + e(jk) es el vector de arranque, cuyo j-ésimo 
componente es igual al número de arranques de tj} en o. 

Si una red marcada de Petri es conservante respecto a un vector de pon- 
deración W(W es vector-columna), se tiene pW = n' W para cualquier 
p’ = RIC p). Ya que y” = p + (0)D, entonces f(o)DW = 0. Puesto que 
esto es válido para todos los f(g), tenemos DW = 0. Por lo tanto, la red 
de Petri es conservante respecto a un vector de ponderación si, y sólo si, 
existe un vector W tal que DW = 0. Esta ecuación permite, hallar el vector 
de ponderación W. 

Si la marcación x’ es alcanzable de la marcación inicial x de la red 
de Petri debe existir una solución entera no negativa de la ecuación 
w’ = p + xD, cuya solución será x = f(0). 


Investiguemos el problema de alcance para la red de Petri dada en la fig. 4.46, b con 


la marcación inicial (1, O, O, 0) para la marcación p’ = (0, 2, 1, 2). La ecuación a’ = a + xD 
coma la forma 
0. 1.00 
m 0-1 0) 
(0,21,23=0,0,0,0+x |Í "9 0 
o 0-10 


y tiene solución x = (4, 2, 1, 0) que corresponde a la sucesión de arranques de las transiciones 
tlitiotala. 


El enfoque matricial del análisis de las redes de Petri, igual que el enfo- 
que basado en el árbol de alcance, en el caso general no permite resolver 
el problema de alcance y de actividad. Los problemas del análisis matricial 
consisten en que el vector de arranque obtenido durante la solución de la 
ecuación 1) no proporciona información sobre el orden de arranque de tran- 
siciones y 2) puede corresponder a la sucesión no permitida de arranques. 

En el presente está demostrado que los problemas de alcance y de activi- 
dad son equivalentes pero no se conoce, si son resolubles en general, o 
sea, no existe el algoritmo que permite resolver estos problemas ni la de- 
mostración de su ausencia. 
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Examinemos el uso de los métodos del análisis de las redes de Petri 
que simulan los sistemas prácticos. 

Un sistema paralelo especializado para realizar los procesos iterativos de cálculo compren- 
de una colección de elementos de procesor (EO) y de módulos de memoria (de memoria de 
datos (MMD) y de instrucciones (MMI) unidos en el anillo (fig. 4.48).El EO funciona en 
dos regímenes, En el primer caso ocupa los dos MMD adyacentes usando el izquierdo para 
sacar los dados de partida para nueva iteración y el derecho para elegir los resultados de 
la iteración anterior. Terminada la iteración, coloca el resultado en el MMD derecho y libra 
los dos MMD. En el otro régimen el EO funciona con los datos interiores. Una instrucción 
leída del MMI indica el régimen. Consideremos dos variantes para realizar unidades de mando 
del EO. En la primera variante, al realizar la iteración, el MMD se ocupa sucesivamente. El 
EO puede estar en los siguientes estados: «elaboración de los datos interiores» (Sı), «ocupado 
el MMD izquierdo» (S:), «ocupado el MMD derecho» (S5), «ocupados los dos MMD, elabora- 
ción de los datos de la iteración siguiente» (Sa). El MMD puede estar ora libre, ora ocupado, 
Consideremos la ocupación y la liberación del MMD como sucesos. Esta variante del fun- 
cionamiento se representa mediante la red de Petri, en la cual a cada EO le corresponden 
cuatro posiciones que realizan las condiciones descritas, y a cada MMD le corresponde una 
posición (en la cual la ficha significa que el MMD está libre) (fig. 4.49). Se puede cerciorarse 


AR 


Fig. 449 
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Fig. 4.50 
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que el árbol de alcance de esta red de Petri contiene dos marcaciones terminales: p = (sl, 
Si, S} y m = 15), Si, SÌ) que representan las situaciones de ocupar los MMD izquierdo 
y derecho por todo EO, respectivamente. Esto significa que la red de Petri no es activa, O 
sea, en el sistema, las situaciones tope son posibles. 

En otra variante del funcionamiento del sistema del EO se realiza solamente la ocupación 
simultánea de los MMD adyacentes (si es posible). En este caso a todo EO le corresponden 
solamente las condiciones S, y S (fig. 4.50). El árbol de alcance (fig. 4.51) no contiene marca- 
ciones terminales, la red de Petri es activa. Además, de la consideración del árbol de alcance 
se desprende obviamente que la red de Petri es segura (las posiciones se interpretan como 
las condiciones simples). En el sistema se distribuyen los recursos que no aparecen ni desapare- 
cen, es decir, se cumple la ley de conservación. Determinemos si la red de Petri es conservante, 
Para esto resolvamos la ecuación DW = 0 que toma la forma 
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Su resolución es W = (1, 1, 1, 1, 3, L, 3, 1, 3). En efecto, las posiciones ps, pr, pə son las 
condiciones vincutadas con tres dispositivos, las demás posiciones son condiciones vinculadas 
con un dispositivo. De este modo, la red de Petri posee las necesarias propiedades principales, 
lo que asegura la capacidad de trabajo de la segunda variante. 
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Las pruebas de simular sistemas reales condujeron a distintas defini- 
ciones más completas y modificaciones de las redes de Petri. En lo princi- 
pal, estas modificaciones están ligadas con el cambio de la regla de arran- 
que de transiciones. 

La potencia de simulación de las redes habituales de Petri está limitada 
por la imposibilidad de probar las posiciones para el cero (o sea, de si la 
marcación de la posición es nula). Uno de los procedimientos para superar 
esta deficiencia es introducir arcos retenedores. Según las nuevas reglas de 
arranque, la transición está permitida, si las fichas están presentes en sus 
posiciones habituales de entrada (de las cuales salen los arcos habituales) 
y ausentes en las posiciones retenedoras de entrada (de las cuales salen los 
arcos retenedores). El arco retenedor se refleja como el habitual pero en 
su extremo tiene un círculo pequeño en vez de la flecha (esta designación 
ha sido adoptada de la teoría de los esquemas conmutadores donde el circu- 
lo significa «no») (fig. 4.52). En las redes habituales de Petri la transición 
arranca según la lógica Y, en las redes de Petri con arcos retenedores la 
lógica se extiende incluyendo las negaciones. Ya que se puede representar 
el suceso mediante unas transiciones se puede simular un suceso, cuya pre- 
condición se escribe como la unión de unas conjunciones de condiciones 
y las negaciones de condiciones que corresponden a las posiciones de la 
red de Petri con arcos retenedores. Por lo tanto, las redes de Petri permiten 
simular las precondiciones en forma de la FND, es decir, las condiciones 
de la forma más general. 


El problema examinado de organizar el funcionamiento del sistema especializado de cál- 
culo puede ser resuelto también por medio de la primera variante, en la cual se permite la 
ocupación sucesiva del MMD (véase la fig. 4.49) pero previniendo situaciones tope. Es obvio, 
que son posibles dos situaciones tope descritas mediante las marcaciones con fichas en las 
posiciones S}, Si, S} y SÌ, S3, SÌ (véase la fig. 4.49). Para evitar la primera situación tope, 
en las marcaciones (Si, S}. 151, SII, (SÍ, S3) es necesario evitar que aparezca la ficha 
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en las posiciones SẸ, Si, S$, respectivamente. Por lo tanto, la transición £, debe tener en calidad 
de precondición la conjunción MMD:&S]&(S!&S$), es decir, hace falta sustituirla por las tran- 
siciones £í y 1£con precondiciones MMD,4S(4S! y MMD,£SI£S] (fig. 4.52). Hay que tratar 
de modo análogo las transiciones fs, tg (véase la fig. 4.49). Semejantes pasos se emprenden 
para evitar la segunda situación tope. 


Otras proposiciones para cambiar las reglas de arranque o bien son 
equivalentes a la introducción de arcos retenedores o bien tienen carácter 
más particular, Por ejemplo, en las redes de Petri con campos de restricción 
se tienen conjuntos de posiciones (llamados campos de restricción), en las 
cuales las fichas no pueden encontrarse simultáneamente, Las reglas de 
arranque están modificadas de tal modo que no interrumpan esta condi- 
ción. Si en la red de Petri dada en la fig. 4.49 incluimos dos campos de 
restricción (Sl, SË, SÍ] y (53, S}, Si), se puede evitar el surgimiento de 
las situaciones tope. 
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4.1. Formar una tabla funcional de la máquina de Turing cuando se suman | y el número 
escrito en el sistema ternario. 

4.2. En la cinta está escrito un número en el sistema de numeración de la base Q, Formar 
las tablas funcionales, empleando las cuales se puede escribir el número; a) que sigue inme- 
diatamente al dado; b) que precede inmediatamente al dado. 

4,3. En la cinta está escrito un número x en el sistema ternario. Formar la tabla funcional, 
empleando la cual en la cinta se escribe 2x si x se divide por 3 sin resto y x — 1 en el caso 
contrario. 

4.4. Escribir los números 704, 21, -77 en los sistemas de numeración con las bases s = 
7, 11. El conjunto de cifras es simétrico. 

4,5. Escribir los números 0, 6; -56, 1 en los sistemas de numeración con las bases s = 5, 
7. El conjunto de cifras es simétrico, el número de órdenes que se toma después de la com: 
es igual a tres para los dos sistemas. 

4.6. Escribir los números 39, 88 y -101 en los sistemas de numeración con las bases 
s = 4, 8, 12. El conjunto de cifras es asimétrico en la dirección positiva. 

4,7. Escribir los números 88, 41 en el sistema de numeración con la base 6 y con las 
cifras 1, 0,4, 2,3, 4. 

4,8. Escribir el numero -0,77 en el sistema de numeración con la base 10 y las cifras 
3, 2, 4,0, 1,2, 3, 4, 5, 6. Tomar el número de órdenes después de la coma igual a cuatro. 

4,9. En el sistema de numeración con la base $ está escrito el número 22001. Hallar su 
equivalente decimal. ¿A qué número corresponderá este mismo código, si el sistema de nume- 
ración es nonario? 

4.10, Establecer en qué sistema de mumeración se realizó la siguiente actuación 
(23 — 5) + (1 — 642) = 42 423. Se desconocen las cifras sustituidas por guiones. 

4.11. Escribir los números 71, 46 y 203 en el sistema de numeración con la base —2. 
¿A qué es 1gual el equivalente decimal del código obtenido, si lo consideramos como la nota- 
ción en el sistema binario? El conjunto de cifras es natural. 

4.12. Demostrar el siguiente teorema: en el sistema de numeración con la base natural, 
el conjunto natural de cifras permite codificar univocamente cualquier equivalente 
cuantitativo. 

4.13. Argumentar las reglas de traslación de números enteros y fraccionarios de) sistema 
con la base natural R al sistema con la base natural Q. 
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4.14. Establecer las reglas de trasladar los números del sistema decimal de numeración 
istema de numeración con la base 2 y el conjunto natural de cifras. 

4.15. Establecer las reglas de trasladar las denotaciones del sistema de numeración con 
la base —3 y el conjunto natural de cifras al sistema de numeración con la base 3 y el mismo 
conjunto de cifras. 

4,16, Determinar cómo cambia la denotación del número al pasar del sistema con $ = 3 
y el conjunto simétrico de cifras al sistema con $ = -3 y el mismo conjunto de cifras. 

4.17. Establecer las reglas de trasladar del sistema de numeración con la base 2 y las 
cifras 0, J al sistema de numeración con la base 4 y el conjunto asimétrico de cifras desplazado 
a la dirección negativa. 

4.18. Escribir el número 61 en el sistema de numeración con la base 0,25, Establecer 
la relación entre la denotación de los números en este sistema y en el sistema cuaternario 
con las cifras 0, 1, 2, 3. 

4.19. Para el sistema de numeración con la base 0,125, hallar el conjunto de cifras que 
asegura la representación unívoca de cualquier número. 

4,20. Escribir los números 60, —15, -607 en el código complementario en el sistema de 
numeración con la base $ y el conjunto natural de cifras. 

4.21. Escribir el cero en el código complementario en el sistema de numeración con la 
base 6 y el conjunto natural de cifras. 

4.22. Escribir los números 55, -70, 118 en el código inverso en el sistema de numeración 
con la base 7 y el conjunto natural de cifras. 

4.23. Escribir el cero en el código inverso en el sistema de numeración con s = 11 y el 
conjunto natural de cifras. 

4.24, Escribir el número —65 en el código complementario en el sistema de numeración 
con s = 4 y las cifras +3, 2, —1, 0. 

4.25. Establecer la relación entre los códigos complementario e inverso de un número 
x en el sistema con la base natural S y el conjunto natural de cifras. 

4.26. Escribir los siguientes números: 75,5, -0,25; 0,125; —1000 en la forma semilogarit- 
mica en el sistema binario de numeración con las cifras O, 1. Según la condición la mantisa 
debe ser normalizada, 

14.27. Establecer para que números x (no se supone que x es menor que el uno) el código 
complementario de estos números coincide con la denotación del propio número. Resolver 
el problema análogo para el código inverso (por supuesto, x<0), 

4.28. Trastadar el código complementario 6.1124 en la denotación habitual. Resolver el 
problema análogo para el código inverso 7,770045. 

4,29. Hallar la suma de dos números 0,1101 y 0,0010 en el sistema binario con las cifras 
0, 1 construyendo de antemano las reglas de adición en un orden. Los órdenes de los números 
son iguales. 

4.30, Hallar el producto de los números 0,3302 y 0,1102 en el sistema cuaternario con 
el conjunto natural de cifras. Construir con anticipación la tabla de multiplicación para este 
sistema. 

4.31. Haltar la suma y el producto de los números 0,210DD0 y 0,000009 en el sistema 
de numeración con S = 11 y el conjunto natural de cifras: 10, 1, 2, ..., 9, D), donde el 
equivalente cuantitativo de la cifra D es igual a 10. La denotación convencional de la cifra 
con el equivalente cuantitativo 10 es D. Construir con anticipación las tablas de adición y 
multiplicación en el sistema undecimal de numeración. 

4.32. Empleando el código complementario, hallar la suma de los números 0,1101 y 
-0,10000 en el sistema binario con las cifras O, 1. Trasladar el resultado de sumación a la 
denotación habitual, 

4.33. Empleando el código inverso, hallar la suma de los números 0,2210 y +0,1122 en 
el sistema ternario con las cifras O, 1, 2. Trasladar el resultado a la denotación habitual. 

4.34. Hallar la suma de los múmeros -0,0011 y 0,1001 en €l código inverso en el sistema 
binario de numeración con las cifras 0. 1. 
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4.35. Hallar la suma de los números 0,00065 y -0,01125 en el código complementario 
en el sistema septenario de numeración. 

4.36. Hallar el producto de los números 3'-0,201 y —3*:0,102 en el sistema ternario de 
numeración con las cifras O, 1, 2. Trasladar el resultado a la denotación habitual. 

4.37. Hallar la suma de los números —7"* + 0,11066 y -7° + 0,11055 en el código 
complementario en el sistema de numeración con $ = 7 y el conjunto natural de cifras. Nor- 
malizar el resultado. 

4.38, Hallar la suma de los múmeros binarios —2'-0,1001 y 2%-0,1102 en el código inverso 
en el sistema con las cifras O, 1. Normalizar el resultado. 

4.39, Hallar el cociente para los números 0,0111 y 0,1100 limitándose con cuatro cifras 
del cociente. Trastadar el resultado a la denotación decimal, 

4.40. Hallar cuatro cifras del cociente para los números 0,0442 y -0,4343 en el sistema 
de numeración con la baséW y el conjunto natural de cifras. Trasladar el resultado a la denota- 
ción decimal. 4 

4.41, Hallar el cociente de la división de 4-0,1101 por 4*-0,3301. Buscando la mantisa 
del cociente, calcular cinco cifras. Trasladar el resultado a la denotación binaria con las cifras 
0, 1. 

4.42. Hallar el cociente de la división de 2'-0,1101 por -2-0,1001, El resultado de la 
división de la mantisas debe contener cinco órdenes y ser normalizado. 

4.43. Determinar las reglas de adición y multiplicación para un orden en el sistema terna- 
rio con el conjunto simétrico de cifras. Empleando las reglas obtenidas, hallar la suma y 
el producto de los números 0,1TOT y 0,1101. En esta denotación T corresponde a la cifra —1. 

4.44. Establecer las reglas de adición y multiplicación en el sistema de numeración con 
la base 6 y el conjunto asimétrico de cifras desplazado a la dirección negativa. Hallar la suma 
y el producto de los números -0,3012 y 0,T102. La raya sobre la cifra significa que la última 
es negativa 

4,45. Determinar las reglas de adición en el sistema binario de aumeración con las cifras 
—1, 0, 1. Hallar la suma de los números O,1101T y OITO). 

4.46. ¿Con cuántos procedimientos se puede codificar diez cifras decimales mediante las 
tiradas binarias? 

4.47. ¿Con cuántos procedimientos se puede realizar la codificación del problema ante- 
rior, si, además, exigimos la correspondencia biunívoca entre las cifras y las tétradas? 

4.48. Hallar la suma de los números 5764 y 2433 en el código del desplazamiento directo 
y en el código por exceso de 3. 

4.49. Hallar la suma de los números -79 y -981 en el código por exceso de 3, ~ 

4,50. Establecer las reglas de adición en el código por exceso de 6. Empleándolas adi- 
cionar los números 203 y 479, 

4,51. Demostrar la afirmación: si en la codificación bidecimal todos los pesos p son 
no negativos, entonces son estrictamente positivos. 

4,52. Demostrar que el único código perfecto es el código con los pesos 2 4 2 1. 

4,53. Demostrar la afirmación: si en el código de valor ponderado existen dos pesos 
iguales, su suma no supera 9 (se supone que los pesos son positivos). 

4,54, Demostrar la afirmación: el código de pesos positivos no puede tener peso mayor 
que 8. 

4,55. Establecer las reglas de adición y multiplicación para el código por exceso de 5, 
Determinar la suma y el producto de los múmeros 87 y $6. 

4,56. Escribir las tablas de códigos por exceso de 1 a 15. Cerciorarse que solamente los 
códigos por exceso de menor que 7 satisfacen las exigencias de unicidad, paridad y ordenación 
y, además, sólo el código por exceso de 3 satisface la complementaridad. 

4,57. Establecer las reglas de adición y multiplicación para el código de Aiken Emeriax 
(él código con los pesos 2 4 2 1). Empleando estas reglas, hallar la suma y el producto de 
los números —401 y 587. 
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4.58. Establecer las reglas de adición para el código 2521 (es decir, para el código con 
los pesos 2 $ 2 1). Hallar la suma de los números 90 y 73. 

4.59. Determinar las reglas de adición para el código 3321 y haltar la suma de los números 
601 y -670. 

4.60. En el sistema de los módulos gı = 2, q2 = 3, qs = 5, cierto número tiene código 
en restos tipo 010. Determinar este número. 

4.61. En el sistema de los módulos qı = 7, qz = $, se dan los múmeros x e y por medio 
de sus códigos en restos 31 y 03. Establecer qué número es mayor, x o y. 

4.62. Escribir el algoritmo de traslación de los códigos en restos a la denotación decimal 
del número. 

4.63. Hallar un procedimiento para determinar el signo del múmero en el código en restos. 

4.64. Hallar un procedimiento para comparar los números por el valor en el código en 
restos. 

4,65. Establecer las reglas de división para el código en restos. 

4.66. Sintetizar un esquema criotrónico que realiza la función f(x, X2, Xs, x4) |3 = V(I, 
3, 7, 8, 9, 10, 12, 15). 

4.67. ¿Cómo se tiene en cuenta el coeficiente de ramificación que se determina por la 
capacidad de carga del elemento básico dado cuando se utiliza la codlgebra de grafos K? 

4.68. Comparar las complejidades de los contadores de paridad de tres variables en las 
bases de Webb y de Sheffer. 

4.69. Comparar la complejidad del contador de paridad de tres variables en la base de 
Sheffer construido según el método de simulación de cópulas del álgebra de Boole y según 
el método que se basa en la aplicación de la coálgebra de los grafos K. 

4.70. Determinar la derivada temporal de la función booleana x(() dada en la tabla 4.9. 


Tabla 49 
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4.71. Hallar la función de error Afen la salida de un semisumador completo, si el primer 
sumando xi(1), el segundo xx(1) y el traslado p(t) del orden anterior se determinan según 
la tabla 4.10, 

4.72. Hallar la función de error Af a las salidas del descifrador de cuatro salidas, si a 
su primera entrada llega la sucesión booleana temporal x(1) prefijada según la tabla 4.11, 
a y a su segunda entrada, la función y(r) prefijada según la tabla 4.11, b. 


Tabla 4.10 


Tabla 4.1, a Tabla 4.11, b 


ZA ABgee aa 
sxo [ifa ifofofi ofi 0 hi ofo ifi ofofo 


220, Capítulo 4. Teoría de las gramáticas formales 


4.73. Determinar la función de error a la salida del contador de imparidad que tiene 
tres entradas xi, X2, Xs, a las cuales llegan las sucesiones booleanas temporales periódicas 
prefijadas en la tabla 4.12. 


Tabla 4.12 
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Comentarios 


Crear los sistemas de automatización de diseño, de producción automatizada flexible, las redes 
locales de cálculo, los sistemas intelectuales de conocimiento y resolver otros problemas es 
imposible sin la formalización, cuya base constituye la teoría de las gramáticas formales y 
de los dispositivos automáticos. En el desarrollo de esta teoría un gran aporfe perfenece a 
los científicos soviéticos V.M. Glushkow, M.A. Gavrilov, V.A. Gorbátow, AV. Kalidev, V.G, Lá- 
zarev, P.P. Parjómenko, D.A. Pospélow, V.P. Chistow, E.A. Yakubaitis y otros. 

Para los conocimientos más detallados de las gramáticas formales y los dispositivos auto- 
máticos se recomienda la literatura adicional indicada en el apartado de Bibliografía. 


De la percepción viva al pensamiento abs- 
tracto, de éste a la práctica: tal es el camino 
dialéctico del conocimiento de la verdad, del 
conocimiento de la realidad objetiva, 


CAPÍTULO 5 MESES 


Teoría aplicada de los algoritmos 
Análisis de caracterización 


$ 5.1. Principios del análisis de caracterización. 
Construcción de Jos algoritmos combinatorios 


El rasgo característico de la revolución científico-técnica contemporáneo 
es el creciente papel de los cálculos de carácter combinatorio (de sondeo) 
en los problemas aplicados. El problema actual de la matemática discreta 
es la construcción de los algoritmos combinatorios, eficaces tanto por la 
capacidad de la memoria necesaria como por la acción rápida. 

Se puede partir los problemas aplicados en los del análisis y los de la 
sintesis de los sistemas discretos. Por la resolución del problema del análisis 
se entiende la determinación del hecho que el modelo Y, que representa 
el sistema discreto posee las propiedades demandadas. Resolviendo el 
problema de la síntesis, el modelo Ya se transforma en el modelo Yo para 
alcanzar el extremo de la funcional prefijada de calidad p(W»). En ambos 
casos se puede hablar sobre la equivalentización. En los problemas del aná- 
lisis, según el modelo Y. se construye su equivalente que revela las propieda- 
des del modelo. En los problemas de la síntesis el modelo Y, se hace equiva- 
lente al modelo Y» que se sintetiza. Tanto el análisis como la síntesis se 
realizan empleando algoritmos combinatorios. 

La clase primitiva de los algoritmos combinatorios la representan los 
FBl-algoritmos (FBI significa Fuerza Brutal e Ignorancia). Estos algorit- 
mos no tienen ninguna «destreza», resuelven los problemas «a ciegas» reali- 
zando el sondeo completo de las transformaciones posibles, En este caso 
faltan las premisas teóricas, basándose en las cuales se podría proponer 
un algoritmo «refinado» de solución. En los algoritmos de esta clase se 
realiza la equivalentización sintáctica. 

La equivalentización sintáctica llamada transformación equivalente co- 
responde al nivel de conocimientos para el cual se conoce el sistema comp- 
leto de axiomas y que consiste en la construcción de la siguiente variante 
para los problemas del análisis y en la sustitución del modelo Ya por Ye 
para el problema de la síntesis basándose en uno u otro axioma o ley 
obtenida del sistema de axiomas. El árbol de soluciones para la equivalen- 
tización sintáctica está representado en la fig. 5.1, q. 

Todo vértice pendiente del árbol corresponde a la resolución tope. Las 
propiedades típicas de este árbol son: 
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Fig. 51 


1) el aumento combinatorio del número de vértices pendientes con el 
aumento lineal de la dimensión del problema; 

2) la necesidad de «regresar» al (i — 1)-ésimo nivel anterior cuando se 
calcula la información que corresponde al vértice «vecino» en el ¿-ésimo 
nivel, El corolario de esta propiedad es la necesidad principal de recorrer 
todo el árbol buscando la resolución mínima. 

Estas propiedades determinan el fenómeno denominado la «maldición 
de la dimensión». 

Durante la elaboración del apoyo matemático y de programas para los 
ordenadores, especialmente trabajando en escala concreta del tiempo, 
creando sistemas de automatización de proyección (el problema de SAPR), 
etc, lo actual es la proyección de paquetes de acción rápida de los pro- 
gramas aplicados. Para aumentar la rapidez de acción, se usan heurísticas 
en forma de correspondientes funcionales hallados en la base de experien- 
cia, analogías y consideraciones sensatas. Como resultado se obtiene la 
clase de algoritmos heurísticos. Los algoritmos de esta clase realizan la 
equivalencia heurística, cuando la rapidez de acción del algoritmo in- 
crementa, pero es imposible estimar la calidad de la solución obtenida; in- 
cluso no se puede decir si es de tipo tope, o sea, imposible de ser 
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simplificada más. En la fig. 5.1, b está representado el árbol de soluciones 
cada vértice del cual corresponde al trabajo dado, cada arco, a una variante 
del sondeo o a una transformación. 

Los algoritmos de la tercera clase, que realizan la equivalentización 
semántica, permiten lograr la acción más rápida de los algoritmos com- 
binatorios sin engendrar todas las soluciones equivalentes, O sea, 
simplificada más. En la fig. 5.1, b está representado el árbol de soluciones, 

Durante la equivalentización semántica es conocido no sólo el sistema 
completo de axiomas, sino también el criterio constructivo que permite: 

para el problema del análisis comprobar la veracidad del predicado 
PAY a): 


Po Ya) = 1, si el modelo Y. posee la propiedad prefijada, 
E O en caso contrario; 


para el problema de la síntesis vincular dos abstracciones distintas, los 
modelos Y. y Y», en un sistema único empleando el predicado de la in- 
tegridad funcional Po(Ya, Yo): 


1, si la transformación Y.—Y» existe junto 
a la correspondencia biuvívoca entre los 
Pola, Yo) elementos de los modelos Ya y Yo, 
0 en caso contrario. 


Lo común que caracteriza los modelos Ya y Ya y los diferencia de los 
demás es el sentido de la transformación Y.—Y». En otras palabras el sen- 
tido de la transformación Wa-»Y, es la propiedad de las expresiones 
lingüísticas, invariante respecto a sus representaciones modelos. La lógica 
semántica, parte de la metalógica, investiga este sentido. Se comprende co- 
mo semántica, por regla general, la semántica descriptiva que examina la 
conexión entre las combinaciones de signos del lenguaje formalizado y sus 
interpretaciones en los términos del sistema de conceptos, cuya formalizaci- 
ón es el lenguaje dado. Aquí se comprende como semántica el estudio de 
la interpretación de un lenguaje formalizado en las categorías 
de otro con tal que los dos lenguajes son formalización de un sistema de 
conceptos. Llamaremos proyectivo a este tipo de semántica. En caso par- 
ticular, cuando dos lenguajes coinciden y se investiga si se puede cumplir 
la propiedad determinada del modelo de estudio, la semántica proyectiva 
se denominará reflexiva. 

La semántica reflexiva permite resolver los problemas del análisis de 
los modelos. La semántica proyectiva de la transformación Ya—Y, permite 
calcular el valor extremal de la funcional de calidad p(Y») de la resolución 
y construir el correspondiente modelo óptimo Ys sin formar todos los 
modelos equivalentes (Y»,) que disminuye considerablemente la densidad 
de trabajo de los algoritmos. 
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Para determinar la semántica proyectiva de la transformación Y.» 
es necesario: 

1. Hallar las características numéricas {»;} del modelo Ys ays determi- 
nan univocamente el valor (¥s). 

2. Determinar las propiedades Sẹ del modelo Y», en cuya presencia se 
puede calcular (»). 

3. Revelar las propiedades Sa del modelo Ya que determinan 
univocamente las propiedades Sp del modelo Y». 

4. Hallar las características numéricas del modelo Y, que posee las pro- 
piedades Sa que determinan univocamente p(Yo). 

De este modo, la presencia de las propiedades Se permite calcular unívo- 
camente p(Y») sin construir de hecho Yo. 

Para hallar la semántica reflexiva del análisis del modelo Ya es 
necesario: 

1, Revelar las propiedades Są del modelo Ya que determinan unívoca- 
mente el predicado Po(Ya). 

2. Hallar las características numéricas del modelo Y, que determinan 
la presencia de las propiedades Sa. 

En ambos casos, lo principal es establecer las propiedades Sa del modelo 
Y, que determinan la veracidad del predicado Po(Ya) O Po(Ya, Yo). Estas 
propiedades del modelo Ya las buscaremos en forma de propiedades de 
ausencia de las figuras prohibidas que forman la base del criterio de cumpli- 
miento de las propiedades Sa. Si conocemos las figuras prohibidas, pode- 
mos resolver eficazmente los problemas del análisis y calcular de manera 
constructiva la funcional p(Yo) sin engendrar todos los modelos equivalen- 
tes (Yo,) (véase la fig. 5.1, c) durante la solución de los problemas de la 
síntesis. La búsqueda y el estudio de las semánticas reflexivas y proyectivas 
basadas en figuras prohibidas los referiremos a la metalógica y denominare- 
mos semántica constructiva. 

La figura 5.2 ilustra la relación entre las tres semánticas de 
transformación. 


Semánticas reflexivas 


|p descriotvas 


A 
tema formalizable 
el mundo exterior 


Fig. 5.2 
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El problema de buscar las figuras prohibidas se denomina problema 
de caracterización. Este problema se define por la clase de modelos 
Ko = (Ya) que se examinan y por la propiedad S, que se caracteriza y que 
determina el predicado Po(Ya) o Po(¥e, Yo). Para resolver el problema de 
caracterización hay que determinar el conjunto de figuras prohibidas 
Ko = {¥;}, es decir, de tales modelos Y,, cuya ausencia en el modelo dado 
Y,€K, es la condición necesaria y suficiente de que Y, posee la propiedad 
Sa con ello ninguno de los modelos Y,€K está presente en otra figura prohi- 
bida: un modelo ¥;€Kp. 

Formalicemos los conceptos de ausencia y de presencia de un modelo 
en otro. Sobre el conjunto de modelos K, se puede prefijar una relación 
de ordenación P, tal que (Yi, ¥)EPs, si Y, está presente en Y,. La relación 
P, se denomina relación de subordinación, el modelo Y; se llama subordina- 
do al modelo Y). La relación de subordinación de modelos es la generaliza- 
ción de la conocida relación de ser submodelo. El modelo Y, es el submode- 
lo Y, obtenido después de eliminar unos elementos del portador y de la 
signatura del modelo Y. El problema de caracterización con la relación 
dada de subordinación P, se hace concreta sobre una clase de modelos, 
transformándose en la tarea de caracterización. Puesto que sobre la clase 
de modelos K, pueden darse muchas relaciones de ordenación, el problema 
de caracterización puede considerarse como todo un conjunto de tareas 
de caracte ción, cada una de las cuales tiene su propia solución en forma 
de un conjunto de figuras prohibidas. 

Resolviendo la tarea de caracterización muchas cosas dependen de la 
opción de la relación de subordinación: la compacidad del conjunto de 
figuras prohibidas y la resolubilidad de esta tarea en general. El hecho de 
que el problema de caracterización es siempre resoluble tiene carácter de 
principio. Hace falta sólo escoger correctamente la relación de subordina- 
ción y obtener, conforme a esto, el planteamiento del problema resoluble 
de caracterización. Mostremos cuál debe ser la relación de subordinación. 

“Teorema 5.1 (principio de localidad). Para una clase de modelos 
Ka = (Ya) con una relación de subordinación P, y para una propiedad 
Sa, el conjunto de figuras prohibidas Kp = (Yp,) existe (la tarea de 
caracterización es resoluble) si, y sólo si, es válido que todo modelo Y; 
subordinado a un modelo Y, con la propiedad Sa posee también esta 
propiedad. 

OSupongamos que el conjunto de figuras prohibidas existe, Entonces, 
según la definición de figura prohibida ningún modelo Y. que posee la 
propiedad S, tiene figuras prohibidas como las subordinadas. 

Por otra parte, sea que la relación de subordinación es tal que a los 
modelos Y, con la propiedad S, inherente les están subordinadas sólo los 
modelos que también la tienen (fig. 5.3). En este caso, según la definición 
de figura prohibida el conjunto de figuras prohibidas K, se forma de los 
180 
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K 


Fig. 5.3 


elementos minimales de la relación de ordenación P, sobre el conjunto 
Ka NŠ, donde ŘaC K4 es la subclase de modelos Y, que poseen la pro- 
piedad Sa. M 

En calidad del ejemplo examinemos el problema de caracterización de 
los grafos de dos partes. Las tareas de determinar dos partes del grafo y 
de transformar un grafo en el de dos partes tienen muchas aplicaciones: 
partiendo de la proyección de autómatas seguros hasta la construcción de 
sistemas informativos eficacés con el cese del procesamiento en paralelo, 
Por ejemplo, sea que un sistema informativo de biblioteca se realiza en 
el ordenador con dos dispositivos de discos (fig. 5.4, a). Para lograr la efica- 
cia máxima de trabajo del sistema informativo de búsqueda es necesario 
descomponer la base de datos en dos partes de tal modo que se obtenga 
el tiempo mínimo de procesamiento de la demanda debido a la colocación 
simultánea de las cabezas de lectura e inscripción en dos dispositivos de 
disco. A los ficheros de la base de datos les ponemos en correspondencia 
los vértices del grafo. Dos vértices son adyacentes si los ficheros correspon- 
dientes son necesarios para responder a la demanda de cierto tipo (fig. 5.4, 
b). La distribución óptima de ficheros por los discos se determina por la 
partición del conjunto de los vértices del grafo en dos conjuntos, dentro 
de los cuales se encuentra el número mínimo posible de aristas (que corres- 
ponde al paralelismo máximo). Esta tarea se reduce a desentrañar la semá 
tica proyectiva de transformación de los grafos en los de dos partes elimi 
nando el número mínimo de aristas. La semántica se determina resolviendo 
el problema de caracterización de los grafos de dos partes (fig. 5.4, c). 

La clase Ka se compone de los modelos, cuya signatura se forma por 
una relación binaria simétrica antirreflexiva. La propiedad Sa: ser de dos 
partes. Examinemos dos relaciones de subordinación:P!, ser grafo parcial 
y Pi, ser grafo reducible. Llámase reducible un grafo Ga que se obtiene 
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de un grafo Ga después de encolar sucesivamente los vértices no adyacentes 
(uniéndolos en un vértice) junto a la unión correspondiente de sus entornos. 
Las dos relaciones satisfacen el principio de localidad. Por lo tanto, en am- 
bos casos el problema de caracterización es resoluble. En la fig. 5.5, a y 
b se ofrecen los diagramas de las relaciones de subordinación. En el caso 
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de la relación de subordinación P} el conjunto de figuras prohibidas es el 
conjunto de los ciclos impares, en el caso de la relación de subordinación 
Pi, el conjunto de grafos completos del orden más que dos. 

Así, pues, siempre se puede resolver el problema de caracterización y, 
por consiguiente, obtener el conjunto de figuras prohibidas que determina 
el criterio semántico constructivo para solucionar los problemas del análi- 
sis. Es más, el conocimiento de los conjuntos de figuras prohibidas se utiliza 
en el método de la equivalentización semántica en los problemas de síntesis. 
El principio fundamental de la equivalentización semántica consiste en co- 
nocer los modelos prohibidos concretos que presencian en el modelo Ya 
y le molestan poseer la propiedad Sa, lo que permite determinar las estruc- 
turas locales, cuya transformación es necesaria para obtener el modelo Ya 
con la propiedad Sa inherente. Al mismo tiempo, se realiza solamente el 
sondeo mínimo (inevitable) de variantes de transformaciones, es decir, no 
se puede mejorar el proceso de cálculo en el sentido de la densidad de traba- 
jo. Durante la equivalentización semántica el árbol de soluciones (véase 
la fig. 5.1, c) comprende dos estrellas. La primera corresponde a la transfor- 
mación Ya Ya, Po(Ya, Yo) = 1, la segunda, a la Ya—>Y». Buscando la solu- 
ción minimal es necesario recorrer todas las ramas de la primera estrella 
y, en la segunda, es suficiente tomar cualquier rama, ya que todas las ramas 
de ésta última son equivalentes desde el punto de vista del carácter minimal 
de la solución que se determina por el valor p(V»). 

Analicemos detalladamente el proceso de la equivalentización semánti- 
ca. En la base de éste están los procedimientos de transformar las figuras 
prohibidas en las equivalentes permitidas. El sentido de la transformación 
Y ¿> Y, determina la equivalencia. Como regla, el procedimiento de trans- 
formar una figura prohibida en la permitida es la eliminación, la introduc- 
ción o la desintegración del elemento del portador o de la signatura o bien 
el paso a un modelo subordinado, 

Durante la equivalentización semántica para transformar un grafo en 
el de dos partes son posibles varios procedimientos de transformación de 
las figuras prohibidas, o sea, ciclos de longitud impar. Empleando la trans- 
formación para encajar el grafo en el hipercubo durante la proyección de 
autómatas seguros, la figura prohibida se transforma en la permitida por 
medio de introducir un número impar de vértices para una arista (estricta- 
mente dicho, aquí tenemos el conjunto de transformaciones y no una sola). 
Si la transformación se emplea para la descomposición óptima de la base 
de datos, el procedimiento de transformación consiste en eliminar una aris- 
ta. Es de principio que el procedimiento de transformación de la figura 
prohibida en la permitida existe siempre cuando la transformación Ya ~ Ys 
tiene sentido en general. En efecto, para todo modelo Ya existe el modelo 
equivalente Y, que posee la propiedad S,. Por tanto, existe la transforma- 
ción de Y, en Ya y cualquier transformación del modelo Y, en el modelo 
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que posee la propiedad Sa transforma obligatoriamente las figuras prohibi- 
das en las permitidas. La localización de la transformación global de Ya 
en Y, sobre la figura prohibida Y,C Ya incluye su transformación en la 
permitida. De este modo, el procedimiento de la transformación de la figura 
prohibida en la permitida existe siempre. 

En el caso general es posible el conjunto de transformaciones de la figu- 
ra prohibida en la permitida. Sea R; = {7} un conjunto de procedimien- 
tos de transformar las figuras prohibidas Y;€K, (es decir, para cualquier 
j ri Y) es figura permitida). Construyamos el conjunto de procedimientos 
básicos de transformaciones RÍCR;, es decir, un conjunto minimal por la 
inclusión {7f} tal que para cualquier r; existe una sucesión de transforma» 
ciones de RP que traspasa Y; a ri(¥;). 

Examinemos los procedimientos de transformar las figuras prohibidas 
para transformar el mografo en el lineal lo que es importante en los proble- 
mas de organización de los datos en los sistemas de búsqueda informativa 
y en las bases de datos. Las características principales del emplazamiento 
de los datos en la memoria son la capacidad de memoria que se ocupa 
y el tiempo de acceso. Cuando el sistema de búsqueda informativa se prefija 
como un mografo la capacidad de memoria se determina por la potencia 
del portador, y el tiempo de acceso se determina por el tiempo de lectura 
de las palabras del modelo. Uno de los procedimientos de la organización 
óptima de los datos en la memoria es el emplazamiento lineal que supone 
una ordenación lineal (completa) de los objetos de los datos tal que la res- 
puesta a cada demanda es una cadena de datos así ordenados. Pongamos 
los elementos del portador en correspondencia a los objetos de datos, las 
palabras, en correspondencia a las respuestas a las demandas. Un mografo 
se denomina lineal si permite el emplazamiento lineal de los elementos del 
portador, en el cual todas las palabras son cadenas. De este modo, para 
obtener la organización óptima de los datos, es necesario transformar el 
mografo en el lineal y, por lo tanto, resolver el problema de caracterización 
de la linealidad del mografo. 

Sin concretizar la forma de figuras prohibidas (lo que examinemos más 
detalladamente a continuación) señalemos que son posibles dos procedi- 
mientos de transformar las figuras prohibidas en las permitidas: 

1) la desintegración del elemento x del portador en x y x’ con la corres- 
pondiente sustitución de x por x” en unas palabras que comprendían x; 

2) la desintegración de la palabra M, es decir, su sustitución por dos 
palabras. . 

Se puede mostrar que estos procedimientos forman un conjunto básico 
de procedimientos de transformar las figuras prohibidas en las permitidas. 

Ejemplifiquemos los procedimientos de transformar las figuras prohibidas en las permiti- 


das empleando el mografo (fig. 5.6, a) que es un sistema informativo hipotético de biblioteca 
que incluye la información sobre los siguientes libros: 
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: VM.Rzhevski, Procesos de trabajo de la minería a cielo, M., Nedra, 1978; 
A.A.Samarski, Teoría de los esquemas en diferencias, M., Naúka, 191 

G.1.Marchuk, Métodos de la matemática de cálculos, M., Naúka, 1977; 
Fundamentos de la automatización del control de la producción (Dirigido por 
1.M.Makárov, M., Vísshaya shkola, 1983); 

el sistema se destina para las siguientes demandas: 

Ma: Libros de los métodos de cálculo, Respuesta (x2, xs); 

Ma: Libros de automatización de los procesos. Respuesta (x1, xa); 

Ms: Libros de autores (redactores), cuyos apellidos empiezan con A a M. Respuesta (x, 
xl; 

Ma: Libros de autores (redactores), cuyos apellidos empiezan con N a Z. Respuesta (Xu 
nh 

El mografo dado no es lineal. Se puede mostrar que todo elemento del portador y toda 
palabra integran la figura prohibida. La desintegración del elemento del portador o de la 
palabra debe transformar el mografo en el lineal. Por ejemplo, consideremos la desintegración 
del elemento xı. El mografo transformado es lineal y se representa por la ordenación lineal 
dada en la fig. 5.6, b. Desintegrando cualquier palabra, por ejemplo Ma, el mografo se hace 
también lineal y se representa por la ordenación lineal dada en la fig. 5.6, c. En el primer 
caso, aumenta la capacidad de memoria ocupada por los objetos de datos, en el segundo, 
el promedio del tiempo de respuesta a las demandas. 


Cada procedimiento de la transformación 7, se caracteriza por el valor 
ci, La funcional de la calidad de transformación p(Y») se determina por 
el valor de las transformaciones de las figuras prohibidas en las permitidas. 

Para cumplir la transformación ¥a— Ya es inevitable transformar cada 
figura prohibida en la permitida, Por eso, para toda figura prohibida 
Yp, C Ya, escojamos uno de los procedimientos de su transformación; su 
colección determinará la transformación global Y,—Ye. En el caso general, 
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esta transformación posiblemente no logra el extremo de la funcional 
e(Yo), incluso si para cualquier Y,, está elegido el procedimiento de trans- 
formación con el valor mínimo, lo que está condicionado por el posible 
procedimiento de transformación Y,, que, pese a no tener el valor míni- 
mo, transforma al mismo tiempo otra figura prohibida Y,. Además, la 
relación entre los procedimientos de transformación de las figuras prohibi 
das puede resultar muy complicada. Por eso la simple elección de procedi- 
mientos de la transformación, uno por cada Y,,C Ya, no asegura el logro 
del extremo de la funcional de la calidad p(Yo). 

Está propuesto el procedimiento de la equivalentización semántica ba- 
sada en la construcción de la tabla semántica. A las columnas de esta tabla 
les corresponden figuras prohibidas presentes en el modelo; a las filas, pro- 
cedimientos de la transformación. El elemento (i j) de la tabla es igual 
a 1, si la résima transformación convierte la j-ésima figura prohibida en 
la permitida y a O en caso contrario. El cubrimiento de las columnas por 
las filas de la tabla semántica determina un conjunto de transformaciones, 
minimal por la inclusión. Es necesario cumplirlo para obtener del modelo 
Ya el Y, con la propiedad Sa. Tomando en consideración que todo procedi- 
miento de transformación puede tener valor propio, deducimos que para 
llegar al extremo p(Y») es necesario hallar cubrimiento de la tabla semánti- 
ca, minimal por su valor. A veces, en esta tabla, a las filas les corresponden 
figuras prohibidas, a las columnas, sus transformaciones en las permitidas, 
Ya que esto no es de principio, utilizaremos las dos variantes de la construc- 
ción de la tabla semántica. 

Consideremos el problema de la equivalentización semántica del grafo, 
representado en la fig. 5.4, b, en un grafo de dos partes. La funcional de 
la calidad es el mínimo de aristas eliminadas. Las figuras prohibidas (ciclos 
de longitud impar) están formadas por los siguientes conjuntos de aristas: 
Yp, = {a, b, c), Yp, = la, b, d, e, f). El procedimiento de la transforma- 
ción -eliminación de la arista- tiene el valor 1; el procedimiento concreto 
de la transformación se designa indicando la arista para eliminar. La tabla 
semántica tiene siguiente forma: 


Tabla 5.1 

Yo, Ye 
1 
1 
1 


an + 
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El cubrimiento minimal es, por ejemplo, 7 = {a}. Por consiguiente, 
eliminando la arista a obtenemos un grafo de dos partes (fig. 5.4, c); ade- 
más, alcanzamos el mínimo p(Y») = 1. 

En el caso general, el procedimiento de la transformación puede vincu- 
larse no con los elementos del portador o de la signatura del modelo, sino 
con algunos de sus componentes. Por eso, en el caso general, la equivalenti- 
zación semántica supone la construcción del sistema jerárquico de las tablas 
de una profundidad k, determinada por el número de niveles en los procedi- 
mientos de transformaciones. El cubrimiento de las columnas por las filas 
de la primera tabla indica qué componentes de las figuras prohibidas deben 
cambiarse cuando el modelo Y. se reduce a la forma que se interpreta en 
los términos del modelo Y». La determinación de los componentes que de- 
ben ser cambiados para cambiar los componentes hallados al paso anterior 
se reduce al cubrimiento de la segunda tabla construida análogamente, etc., 
hasta construir la K-ésima tabla, cuyas filas o columnas corresponden a 
los elementos del portador o de la signatura que deben ser cambiados sin 
falta cuando el modelo Y, se reduce a la forma interpretada en los términos 
del modelo Y» (fig. 5.7). 

Para determinar el número mínimo de los elementos del portador o de 
la signatura que corresponden a los elementos de la k-ésima tabla es necesa- 
rio generar todos los conjuntos, cada uno de los cuales comprende las filas 
(columnas) que se cubren en la última, k-ésima tabla. Esto corresponde 
al sondeo de todos los cubrimientos de la (k — 1)-ésima tabla. Para obtener 
todos los cubrimientos de la (k — 1)-ésima tabla es necesario generar todos 
los cubrimientos de la (k — 2)-ésima tabla, etc. De este modo, para hallar 
la solución minimal, es necesario el sondeo de todas las combinaciones 
de los cubrimientos de las primeras (k — 1) tablas. Este procedimiento con- 
tiene, en principio, el sondeo. 


Figuras prohibidas 


Componentes 


Elementos del portador A 
(de La signatura) del modelo Fig. 5.7 
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Fig. 5.8 


De tal manera, la determinación de la complejidad de solución es un 
proceso estándar, minimal por su densidad de trabajo, Este proceso requiere 
el trabajo en varios Órdenes menos que el de la generación efectiva de todas 
las estructuras equivalentes durante la búsqueda de la solución minimal 
por medio de la equivalentización sintáctica. 

Los procedimientos de transformar las figuras prohibidas, siendo unívo- 
cos respecto a ellas, pueden ser en total tanto unívocos como no respecto 
al modelo. Por ejemplo, para el carácter de dos partes del grafo, el proce: 
miento de transformar figuras prohibidas, ciclos impares, basado en la eli. 
minación de la arista es también unívoco para el modelo en total. Conside- 
remos el procedimiento de transformar ciclos impares que consiste en la 
desintegración de uno de los vértices v y v’, cada uno de los cuales es 
incidente a una de dos aristas x e y del vértice que se desintegra (fig. 5.8, 
a) (designemos el procedimiento de transformación por v(x, y)). Este proce- 
dimiento de transformación se usa en la equivalentización semántica cuan- 
do se descompone el sistema informativo exigiendo la acción más rápida, 
es decir, el paralelismo máximo del procesamiento de la información. Esta 
exigencia condiciona la colocación de todas las partes de los datos corres- 
pondientes'a los vértices adyacentes en los discos diferentes, es decir, lleva 
a duplicar algunas partes. Este procedimiento de transformar figuras prohi- 
bidas no es univoco para el modelo en total (para el grafo). Es que durante 
la desintegración del vértice v, incidente a las aristas x e y, la transforma- 
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ción de la figura prohibida fija solamente, lo que el nuevo vértice v es inci- 
dente a la arista x y el nuevo vértice v’, a la arista y. Para el grafo en 
total, eso significa la desintegración del vértice v en v y v’ con la correspon- 
diente partición del entorno Tw cuando x e y se encuentran en distintos 
entornos nuevos. Este procedimiento de transformación no indica la distri- 
bución de todos los vértices por nuevos entornos. En este procedimiento 
de transformación, la tabla semántica para el grafo (véase la fig. 5.4, b) 
tiene siguiente forma: 
Tabla 5.2 
Yo 


1 1 wa, b) 


vb, €) 


1 uta, €) 


1 vo, Y) 


1 ole P) 


1 wuld, e) 


1 vsía, d) 


En caso de procedimientos no unívocos de transformaciones es necesa- 
rio comprobar todos los cubrimientos de la tabla semántica. Consideremos 
tres cubrimientos: = = [vi(a, b)], m2 = {v2(b, c), v(b, f)}, m3 = Lus(a, c), 
vle, P). 

El primer cubrimiento con la potencia minimal da la'solución minimal 
(fig. 5.8, b). Empero el segundo cubrimiento con la potencia no minimal 
también determina la solución minimal. Ambas transformaciones que com- 
ponen rz desintegran vz. ¿Cuántos vértices nuevos dan estas desintegra- 
ciones juntas? Responden a esta pregunta la construcción y la coloración 
de un grafo especial construido sobre un conjunto de aristas, incidentes 
a v (fig. 5.8, c). La coloración del grafo {b}, {c f) determina el número 
de vértices después de la desintegración y la partición del entorno Puz. La 
solución obtenida es minimal (fig. 5.8, d). La transformación correspon- 
diente a m (fig. 5.8, e) no es minimal. 

De este modo, si aplicamos los procedimientos de transformaciones no 
unívocas para el modelo en total, para todo cubrimiento es necesario cons- 


$ 5.2. Caracterización de la ordenación del mografo 285 


Director 


Comienzo 


Parte 
operacional 


truir grafos especiales y determinar su coloración minimal. Por eso son 
muy actuales estimaciones del número cromático del grafo (véase el capitu- 
lo 3) que permiten separar rápidamente la mayor parte de cubrimientos 
que corresponden a los grafos con gran número cromático. Son también 
importantes los métodos «rápidos» de la coloración de los grafos. En total, 
la equivalentización semántica permite obtener solución absolutamente óp- 
tima junto al sondeo minimal (inevitable). 

Basándose en la equivalentización semántica abtenemos la estructura 
de dos circuitos del paquete de acción rápida de programas aplicados (fig. 
5.9), en el cual, empleando el módulo «carácter», se realiza la sintonización 
automática de la estrategia óptima durante la transformación Ya—Y». 

Esto atribuye «carácter intelectual» al paquete de programas aplicados 
y permite catalogar estos paquetes en la clase de sistemas del intelecto 
artificial. 

En los capítulos anteriores fueron considerados los problemas de carac- 
terización del encaje del grafo en el plano, en el espacio booleano, de carac- 
terización de la estructura en serie-paralela de los diagramas de Hasse y 
de la coloración de los grafos. Examinemos ahora los problemas de caracte- 
rización de la ordenación parcial del mografo, de proyección de esquemas 
lógicos en las bases funcionales inconexas, de proyección de esquemas lógi- 
cos de salidas múltiples, de descomposición de los grafos de transiciones 
en el producto cartesiano parcial y, además, problemas de caracterización 
que surgen durante el diseño de emplazamientos óptimos de los datos en 
los sistemas informativos. La caracterización de los modelos permite revelar 
causas objetivas que determinan la complejidad de solución y la densidad 
de trabajo de su búsqueda. 
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Antes de establecer las causas que llevan a la correspondencia entre una 
terma primaria y dos (o más) vértices en un grafo estructural (la desintegra- 
ción de las termas primarias) examinemos la transformación del mografo 
en el grafo estructural prefijando la FND tope de la función booleana 
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SL Xas o + X5) = XXXs V Xa V aX V 
pai 


V XixiXs V X3XoXs V XXS, 
O i 
a 7 $ 
determinada por el modelo Ya = (M, Sz, S3); 


M = (Xi, Xi, Xz, Xi, Ñs, Xa, Xa, Xs, Xs), 
= ((x, ah, la, )), 
S= [fxn Eo, Ls), (Xi, 0, Fsh, (Xs, Xa, Xs), [x2, Xa, X5)). 


El mografo G*(Y,) se representa en la fig. 5.10, a. 

Examinemos el submografo (G™)’ (fig. 5.10, b) que da la tercera, la 
quinta y la sexta implicante simples. A la tercera implicante x2x le ponemos 
en correspondencia la cadena v(x2)< v(x). A la quinta implicante simple 
x3Xuxs le ponemos en correspondencia la cadena v(x) < v(a) < v(xs), a la 
sexta implicante xzx4xs, la cadena v(x)< v(x)<v(xs). Prefijando así las 
relaciones de ordenación, obtenemos que v(x2)< v(x) < v), o sea, v(x) 
es comparable con v), v(x) 2 va) que contradice a la prefijación. 

Para responder si tal prefijación de la relación < es simplemente infor- 
tunada, sin saber la semántica de transformación, es imprescindible cons- 
truir completamente el árbol sintáctico de esta transformación, a cuyos vér- 
tices pendientes les corresponden diagramas Hi; además se consideran no 
sólo estas tres implicantes sencillas, sino todo el mografo prefijado G*(Y.). 
El número de vértices pendientes de este árbol es igual a 21:21-31- 
«31-31-31 = 5184, Construyendo tal número de diagramas se puede cer- 
ciorarse que no existe modo de prefijación de la relación < en el mografo 
considerado G" (¥a), cuando tiene lugar una correspondencia biunívoca 
entre los termas primarias x?’ y los vértices de diagramas H tal que toda 
cadena v(xa) <v(w)< ... < v(x) corresponde biunivocamente a la impli- 
cante sencilla Xa:Xb ... Xe. 


sg DXI HBO lI 


C1345) š 
EG) 


O 
Kal) AID KI) 


2) Y Fig. 5.10 
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Of 


Fig. 5.11 A 


La densidad de trabajo en la revelación de tales contradicciones y, por 
lo tanto, en la construcción del esquema absolutamente mínimo es conside- 
rablemente menor, si se conoce la semántica de transformación determina- 
da por la distribución de las figuras prohibidas. 

Teorema 5.2. Figuras prohibidas Qa, Qs de la transformación de un 
mografo G™ en el diagrama H son los submografos tipos A y B (fig. 5.11). 

El submografo tipo A es un ciclo de longitud impar con la conmutación 
cíclica de los pesos. El submografo tipo B es un triángulo con vértices pen- 
dientes, cada uno de los cuales tiene peso común con el vértice pendiente 
adyacente y todos los vértices del triángulo tienen peso común con tal que 
los vértices. pendientes pueden coincidir tanto dos a dos como todos juntos 
uniendo de modo correspondiente sus identificadores. La presencia de una 
de estas figuras en el mografo hace imposible en principio la prefijación 
de la relación < realizando la transformación GH sin desintegrar ter- 
mas primarias en el mografo G™, lo que se realiza «a ciegas» sin saber 
la semántica de la transformación G*-»H. Además, excepto la eliminación 
de figuras prohibidas se desintegran los termas primarias en exceso, lo que 
disminuye la optimicidad de la solución obtenida. Como se muestra a conti- 
nuación, en el grafo estructural A construido según el mografo G™ sin 
escoger las figuras prohibidas, se realizan las desintegraciones en exceso. 

La selección de las figuras prohibidas de los tipos A y B se reduce a 
la tarea de hallar los ciclos impar en el mografo junto a la verificación 
sucesiva de la distribución de pesos sobre ellos. Escogiendo ciclos de longi- 
tud impar en el mografo, los vértices de peso igual no se consideran como 
los vértices que pueden corresponder sólo a los vértices pendientes de las 
figuras tipo B. 

En el ejemplo dado anteriormente, para escoger ciclos de longitud im- 
par, es suficiente considerar el subgrafo (G*)” representado en la fig. 5.12, 
a. Examinando este mografo, establecemos que las figuras prohibidas de 
tipo A son los siguientes submografos: 

Qi = [x2(3, 6), x5(6, 5), x3(5, 3)), 

Q = (x2(3, 6), xa(6, 2), x1(2, 1), Xs(1, 4), x3(4, D), 
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Je 


E) 
nte) 0693 


Fig. 5.12 


Qs = 1xs(6, 5), xs(S, 4), xs(4, 1), xi(l, 2), xa(2, 6))5 


la figura prohibida tipo B es el submografo ([(x2, Xa, xs), (Xi, xa), (X2, 
xa), (xs, xa)). 

En adelante, la figura de tipo B se prefijará como un triángulo corres- 
pondiente. En este caso, la cuarta figura prohibida tiene la siguiente forma: 
Q4) (xa(2, 6), xs(5, 6), x2(3, ©}. 

La propiedad principal de las figuras prohibidas tipos A y B consiste 
en que, al desintegrar cualquier vértice de una figura tipo A y cualquier 
vértice del triángulo de una figura tipo B, estos submografos dejan de ser 
figuras prohibidas. De este modo, las desnitegraciones semejantes son pro- 
cedimientos para transformar las figuras prohibidas tipos A y B en las per- 
mitidas. El procedimiento de la equivalentización semántica del mografo 
en el parcialmente ordenado es estándar. En la tabla semántica, a las filas 
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les corresponden las figuras prohibidas tipo A o B, a las columnas, los 
vértices en desintegración del mografo. La tabla semántica para el caso a 
examinar se ofrece en la tabla 5.3, 


Tabla 5.3 
2 at, D |se. 0 | 94 9 Tao, 9 ea, 9 Jue, © |, © | s, a 
Q o 1 o o 1 o 1 o 
o 1 1 o 1 o 1 o 1 
o 1 o 1 o o 1 1 1 
o o 1 o o o 1 1 o 


Para disminuir la densidad de trabajo de la determinación del cubri- 
miento de la tabla semántica, eliminaremos filas y columnas que se absor- 
ben. En este caso, las reglas de absorción son las siguientes. 

La columna a se absorbe por la columna $, si no existe una tercera 
columna ponderada por la misma letra que la columna a y, también, el 
producto vectorial de las columnas æ y ĝ es igual a a. 

La fila œ se absorbe por la fila $, si el producto vectorial de estas filas 
es igual a la fila $. 

En el caso considerado, la primera y la octava columna se absorben 
por la sexta. Borrando las columnas que se absorben, tenemos seis cubri- 
mientos de la tabla semántica: [x2(3, 6), xa(2, 6)), 1x2(3, 6), xs(5, 6)), 
L&G, O), x1(4, 5)), Ll2, 6), xs(S, 6)), (x3(3, 4), xs(5, 6)), (X9(3, 5), x4(2, 
6)). Cada uno de estos cubrimientos engendra dos desintegraciones, Por 
consiguiente, la potencia de la extensión del portador del modelo Y, es 
igual a 2 y la realización absolutamente minimal de la FND tope que consi- 
deramos contiene 11 Haves L = | Ma | + | AMa 

Para más precisión, consideremos el último cubrimiento y distingamos 
la letra x, en la tercera palabra de la x, en la quinta añadiendo la raya 
en el índice superior: xý. A continuación, esta redenominación se llamará 
rayado de la letra en la palabra correspondiente. Análogamente, rayamos 
la letra xs en la segunda palabra. Como resultado obtenemos el modelo Y,: 


da = (Ma, Sa, Ss), 

Ma = (Xi, Xp, X2, Xs, Xi, Xs, Xa, Xá, Xa, Xs, Xs), 

S= (1%, x43, (X2 x3)), 

Ss = ((xi, Fs, Es), [Xi Xa, Fs), Lao, Za Xs), (22, xo Xs) h; 


=l. 


que es equivalente al jal y se interpreta en los términos de conjunto 
parcialmente ordenado (fig. 5.12, b): 


Abu), 200%), xe voa), 
Xu), xev), Bava), 
19—6577 
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avla), ou), Ue o), 
xs U(xs), Xos), 
además, 


XXa Xs 001) < 005) < VEs), 
Xixi vfa) <u(xd), xxi v(x) < vli), 
Xis ua) < v) < os), 
XX5 H V(X3) < Va) < vls), 
XX4 Xs t V(X2) < V4) < (xs). 


Si el cubrimiento de la primera tabla tiene al menos dos letras iguales 
en el sentido lexicográfico, las palabras donde se realiza su rayado se deter- 
minan por la coloración del grafo G. El grafo G está construido sobre el 
conjunto de palabras que contienen esas letras. Dos vértices suyos son adya- 
centes, si la letra debe desintegrarse por estas palabras. 

De este modo, el conocimiento de la semántica de la transformación 
GMH permitió sustituir el sondeo de 5184 diagramas H; prácticamente 
construidos por el sondeo de seis cubrimientos de la tabla semántica. En 
el caso general, si se conoce la semántica, la densidad de trabajo disminuye 
por el número combinatorio de veces en comparación con el número de 
todas las soluciones equivalentes. 

Examinemos los ejemplos que ilustran el teorema 5.2. 


Ejemplo 5.1. El mografo G™ = <V, Sa, Ss), V = (a,b, c, d, el, S: = | fa, e), (6, dh, 

SÁ 

La, ct), Sy = { a, b, c} } contiene las figuras prohibidas Q, = (D(2, 4), c(4, 3), dO, D); 
—— 


Qi = tald, 1), b(A, 2), c(d, 3)1 (Gig. 5:13, a) que engendran la tabla semántica (tabla 5.5). 
Tabla 5.4 


blas) | COR | de, » 


1 1 
1 i 


La tabla 5.4 tiene tres cubrimientos: 1, = {b(2, 4)], 12 = (c(3, 4)}, m3 = (a(l, 4), d(2, 
3)); con su ayuda el mografo de partida puede reducirse a la forma que se interpreta mediante 
tres procedimientos (fig. 5.13, b). 

Ejemplo 5.2. El mografo G™ = (V, S», S»), 

V= (a b c dl, S: = fla, d), tb, dì, (a, dih, Ss = (la, b cl), 

e p kari 
T 7 J 7 
contiene tres figuras prohibidas de tipo A y una tipo B: Qi = La(l, 4), 5(2, 4), a(t, 2)), 


Qs = 1b(2, 4), 5(3, 4), d(2, 3). Qs = tall, 4), c(3, 4), all, 3)1, Qa = Lall, 4), 9Q, 4), c0, 
4)} que engendran la tabla semántica (tabla 5.5). 


1 
o 
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Fig. 543 
Tabla 5.5 
prohibidas ala E oea ES an | am | ds 
Q 1 1 0 0 1 o 
Q 0 1 1 o o 1 
Q t 0 1 1 0 0 
Q 1 1 1 0 0 o 


La tabla $.$ tiene scis cubrimientos: m; = (0(l, 4), BQ, 4)1, mz = tall, 4), c0, 4)1, 
m = (b, 4), (3, 4)], ma = tal, 4), (2, 3)), zs = (D(2, 4), dll, 3)), ma = 1c(3, 4), all, 
2); cada uno de ellos engendra el diagrama de Hasse de complejidad 6. Para ser precisos, 
tomemos el primer cubrimiento, rayemos la letra a en la primera palabra y la letra b, en 
la segunda. Como resultado obtenemos el mografo. 

GM (O, Sa, S), 

P= (a, a’, b b’, c d), S$ = Lla’, di, 16", d), (c d), S = fla, b, cl) 

T e E a 

que equivalentiza al inicial y se interpreta en las categorías del conjunto parcialmente ordena- 
do (Y <): 

la”, d) = vla’) < vid), (9%, dl = vib") < vid), 

(6 d) = v(e) < vid), ta, b, c) + ute) < vla) < vib). 


Analicemos la estabilidad de figuras prohibidas en dependencia de las 
condiciones de frontera, es decir, de las condiciones de intersección de la 
figura prohibida con otra parte del mografo. 


19° 
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Xo 

x 
% 
% 

XIS) Xp 62,5) 
4 

X2(2,4) 

AJ(23,4.3) 
o. 5 
X5(3,4) 
b) Fig. 5.14 


Condiciones de inestabilidad de una figura prohibida tipo A. La compo- 
sición de una figura de tipo A y una palabra, cuyos portadores coinciden, 
no debe infringir condiciones de la interpretabilidad del mografo en catego- 
rías del conjunto parcialmente ordenado. 

Examinemos el mografo 

G =V S), V= (Xi, Xos M2, Xi, Xa, Xs), 

Sy = (xi, Xz, Xa), X2, Xa, Xa), [Xi Xs, Xs} (X2, Xs, X5)), 

w =% —— 1443 
que contiene la figura prohibida tipo A: 

Qa = [xi(l, 3), 33, 2), (2, 1)). 

Transformando este mografo en el grafo estructural, es necesario desin- 
tegrar una de las letras xı, Xs, X4. Para ser precisos, desintegremos xs en 
la segunda palabra. Como resultado obtenemos el mografo 

OM = (P, Ss), Vo (Xi, Xo, Xz, Mi, Xa, 45 xs), 

Sy = [(X1, Xz, Xs), Ex, X3, Xá} (Xi, Xas Xs), (X2, X3, X5)), 

ER 7 SN AA 
que se interpreta en categorías del conjunto parcialmente ordenado 
(fig. 5.14, a). 
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Introduzcamos el concepto del par de vértices exteriormente inestables. 
Llámase par de vértices exteriormente inestables respecto a un submografo 
(G*)' de un mografo G™ a un par de vértices ve, v ponderados por termas 
primarias Xi, Xi, Ux(%i), v(x) tales que la unión de vértices adyacentes a 
ve(x) conforme a un identificador a y de vértices adyacentes a v (x) con- 
forme a un identificador £ incluye el portador del submografo (G*)'. 

En el ejemplo a examinar se tiene un par de vértices exteriormente 
inestables v(x»), v(x2) respecto al portador de la figura prohibida selec- 
cionada Q. El identificador 1 juega el papel de a, 2 ó 4, el de 8. 

Según la relación de Poretski 

AXV Bx = Ax V BxV AB, 
al mografo se le puede añadir la palabra AB sin infringir la equivalencia 
de prefijación por el de la función booleana. 

En el caso de presencia de un par de vértices exteriormente inestables 
en el mografo, la palabra AB tiene la forma 

(a N xDU N xi). 

En este caso es xıxyx4 puesto que el mografo es un retículo distributivo. 

La palabra añadida (x,, xa, xa) despierta la inestabilidad de la figura 
prohibida (x1(1, 3), xs = (2, 3), xa(1, 2)1. Como resultado el mografo 

GM = V, Sa), V= fx, Xo, Xa, Xa, Xa, Xs), 

Sa = ((X1,X2, Xa), (x2, Xa, Xa), (X1, Xs, X5), (x2, X3, Xs), (Xi, X3, X4) ) 

e AA 


T 7 7 7 7 
es interpretable en categorías del conjunto parcialmente ordenado (fig. 
5.14,b). 

Añadiendo palabras en el caso de un par de vértices exteriormente 
inestables respecto a la figura prohibida debe considerarse también la aña- 
didura de conexiones que pueden conducir a que aparezcan las figuras 
prohibidas complementarias. En el mografo, las conexiones (aristas) se aña- 
den, si la palabra que se añade incluye estrictamente al portador de la figura 
prohibida. 

Condiciones de inestabilidad de la figura prohibida tipo B. 1. Una figu- 
ra prohibida tipo B es inestable si, ponderando el vértice pendiente, el iden- 
tificador de la palabra, conforme a la cual este vértice es adyacente al vérti- 
ce del triángulo de la figura, pondera otro más vértice del triángulo. 

Examinemos el mografo 


G= 4V, Sa Sa), V= (xi, Xor Xa, Xs, Xa, Xs), 
Sa = {lxi x6), (x3, 43), Sa = E {Xis X3, Xs}, (%2, X3, Xs) ), 
25 == AE 


que satisface esta condición. No contiene figuras prohibidas: la co- 
rrespondencia biunívoca entre los terms primarios (letras) del mografo y 
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los vértices del grafo estructural, con la cual cada palabra corresponde 
biunivocamente al camino tiene la forma siguiente: 

Las, 16) + vO) < v(%), Lo, 4) + 1004) < v), 

(xs, Xs, Xs) + vi) < vías) < vía), 

(x2, X3, xs] = v(x) < vls) < 000). 

2. Una figura prohibida tipo B es inestable, si la condición 1 se cumple 
para dos vértices pendientes, pero es estable si esta condición se cumple 
para los tres vértices. 

Analicemos el mografo 

G= (V, S»), V= (a, b c d, e f), 

S= ila & d}, {a b el, 1h & fl, (abc), 

TT Gi => 


{a,bedet} 


Y) 


Fig. 5.15 
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que contiene una figura prohibida inenstable de tipo A 
Qa = fall, 2), b(2, 3), c(l, 3)) 


y una figura prohibida estable tipo B, cuya base es el triángulo con los 
vértices a, b, c, y los vértices pendientes d, e, f. Esta figura será inestable 
si se añade una de las palabras (5, e, f], {c d, fì, la, d, e}. 

El caso particular de la ordenación parcial del mografo es la orientación 
transitiva del grafo. Aquí el mografo se considera sin simulación, o sea, 
las palabras del modelo obtenido son los subgrafos máximamente comple- 
tos del grafo, sobre el cual se realiza la orientación transitiva. 

Para este caso tenemos tres figuras prohibidas. Dos primeras figuras 
son tipo Qa y Qg consideradas sin simulación, la tercera es el grafo G% 
sin simulación, el que es la composición de una figura prohibida inestable 
tipo A y una estable tipo B. 

Examinemos la aplicación del teorema 5.2 durante la orientación transitiva de grafos 
en el ejemplo de un representante de una de tas familias transitivamente no orientadas de 
grafos: un grafo que hace completo un ciclo de longitud más que cinco. Consideremos un 

«ciclo de longitud igual a seis. Lo hace completo el grafo G dado en la fig. 5.5, a. 

Aplicando el algoritmo de formación de subgrafos completos al grafo considerado (fig, 
5.15, b), obtenemos el conjunto de subgrafos completos (12, d, f}, la, c, el, la, d), (0, 
e), fc, f)] que forma la signatura del mografo (fig. 5.15, c): 

G" = (V, Su S3), V = 1a, b, c, d, e f), 

S= (16, d, f), la 0 elh, Sa = (fa, d), 10, el, (6/1). 

ima" eed Ss 


== 
T T y 7 7 


El mografo G" = (Y, Sa, S) contiene dos figuras prohibidas estables de tipo B: 
Qg; = (1b, d, f), tb, e}, (a, dì, (c,£)), Qgz = Ila, c el, (a, dh, (e f}, 16, e) ). Desin- 
tegrando uno de los vértices del triángulo de cada figura prohibida, obtenemos el grafo transi- 
tivamente orientado. Son posibles nueve procedimientos de la desintegración. En cada uno 
de ellos hay que desintegrar dos vértices ya que estos triángulos no se jntersecan. Para ser 
precisos, escogemos los vértices e y f (fig. 5.15, d). Como resultado obtenemos el grafo transiti- 
vamente orientado (fig. 5.15, e) que se transforma en el grafo estructural (fig. 5.15, f) después 
de eliminar arcos de cierre transitivo, 


$ 5.3. Caracterización de la conexión de salida 
de los circuitos lógicos. Minimización estructural 


El diseño de los circuitos lógicos de salidas múltiples en las bases topológi- 
cas no se distingue del diseño de los circuitos de una salida, si se puede 
leer la información de elementos que no son minimales ni maximales y, 
además, se pone una sola restricción: no desintegrar los elementos del grafo, 
ponderados por las letras de salida fi. Como regla, diseñando los circuitos 
de salidas múltiples en las bases funcionales el sistema realizado de fun- 
ciones booleanas se reduce a una función o bien se buscan las intersecciones 
de dominios unitarios de funciones booleana y se sintetizan los circuitos 
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por las funciones booleanas que describen estas intersecciones, El circuito 
final es una composición de los circuitos que realizan el comportamiento 
de las funciones booleanas dadas en las intersecciones de las zonas de traba- 
jo y los circuitos-montaje, cuyas salidas coinciden con los canales de salida 
del circuito buscado. Si los dominios unitarios no se intersectan, en el 
empleo de los métodos conocidos tiene lugar la realización inconexa del 
sistema de funciones booleanas. Precisamente este caso se encuentra con 
frecuencia en la práctica. En el enfoque propuesto para el diseño de los 
circuitos lógicos tenemos realización conexa del sistema de funciones boole- 
anas. Examinemos el siguiente ejemplo. Sea dado un sistema de funciones 
booleanas de tipo i 


Si = KRX V AXN; fà = XXXI V XIXA. 
L catas i 


Transformemos el mografo G*((/11) que prefija este sistema (fig. 5.16, a) 
en un grafo estructural H((/:)) de tal modo que los elementos maximales 


DL, (12) 


O, 
$ 


sZ 1013) 


9 


Fig. 516 
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sean ponderados por las letras que identifican los canales de salida y ningu- 
no de los vértices que no son elementos maximales sea ponderado por la 
letra de salida fi. El grafo estructural está representado en la fig. 5.16(b). 
Con ayuda de la coálgebra de grafos lo transformemos en el circuito lógico 
(fig. 5.16, c). Coloremos los vértices del mografo y del grafo estructural 
que determinan el circuito lógico de salidas múltiples con dos colores: los 
vértices ponderados por las letras de entrada xi, x; sean blancos, los ponde- 
rados por las letras de salida f; sean negros (en las figuras el rayado corres- 
ponde al color negro). 

Al transformar el mografo G*((/13), que prefija el sistema de las fun- 
ciones booleanas, en el grafo estructural H({ f; 3), sobre este último se pone 
la siguiente restricción: los elementos maximales del grafo estructural y sólo 
ellos, deben ser ponderados por las letras de salida f7 que no se desintegran 
con eso. 

Representemos un sistema de funciones booleanas f(x) = {fi} en forma 
del modelo 


Ya = (Ma, P, Sis Sa, -+ Sm), 


donde Ma = (Mi, Ma, y Mni Mnasi, ++ y Mask}, Si C Ma À= 1, 2, 00. 
... 7, p es predicado monádico que parte Ma en dos subconjuntos: 


_ (0 sobre los elementos m;, cuando ì = 1, 2, ...,ñ, 
P = 11 sobre los elementos my, cuando j = (7 + 1), (n + k). 
El grafo estructural H(F(x)) puede representarse en forma del modelo 
Yo = (Mb, <, q) 
donde 
e {L si de p(m;) > p(m)) se deduce m, > my, 
O en caso contrario. 


Investigar la transformación del modelo Ya en el Y, y la construcción 
del grafo estructural de salidas múltiples deben considerarse modelos con 
las siguientes restricciones 

1) si en el modelo Y, existen dos palabras yo y po tales que pa C pg, 
estas palabras se sustituyen por una palabra pe; 

2) si la palabra tiene por lo menos dos letras iguales Ma y Má(Ma = Mb), 
una de ellas sustituye la otra; 

3) si en el modelo Y, existen al menos dos palabras pa y ug tales que 

Ha = AM, pg = Me, 
donde p(n,) = p(m;) = 1, œ se compone de letras m;, p(m;) = 0, una de 
estas palabras sustituye la otra. 

Obviamente, para que sea posible ordenar parcialmente las letras del 
modelo Ya, es imprescindible que el mografo G* no contenga figuras 
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platas staer) 


Planos) 


Print) 
ii io) 


malla) 4) Fig. 5.17 
prohibidas Q4, Qu (véase la fig. 5.11). En este caso es posible la ordenación 
parcial de las letras de los modelos Q4, Qs sin tener en cuenta el predicado 
q en el modelo Y. 

Hallemos las figuras prohibidas en el mografo G*F(x)) que caracteri- 
zan la fijación de los elementos maximales (minimales) en el grafo estructu- 
ral correspondiente H(F(x) durante la transformación G*“F(x))= 
> H(F(X)). Para ser más precisos, fijemos los elementos maximales que 
corresponden a los canales de salida del circuito lógico en proyección. 

El siguiente teorema establece la condición de ordenación parcial de 
las letras de un modelo Ya, en la cual se toman en consideración los elemen- 
tos maximales dados. 

Teorema 5.3. Entre las letras de un modelo 


Ya = (Ma, P, St, S2, + Sud, 


cuyo mografo G™ no contiene los mografos Q4 y Qs existe la relación de 
ordenación parcial si, y sólo si, el mografo G* no contiene los subgrafos 
modelos Qr (fig. 5.17). 

En lo principal, la complejidad de los circuitos lógicos se determina 
por la complejidad del grafo estructural correspondiente H. Por consiguien- 
te, la minimización estructura] de una función booleana f se determina por 
la distribución de figuras prohibidas Qa y Q en el mografo G™(/), la mi- 
nimización estructural de un sistema de funciones booleanas {fi}, por la 
distribución de figuras prohibidas Qa, Qg, Qe en el mografo G“((/,)). 
De este modo, al circuito lógico minimal le corresponderán aquellas FND 
de funciones booleanas, en las cuales es necesario realizar el número mini- 
mal de desintegraciones de las termas primarias para que el mografo forma- 
do sea interpretable en categorías de grafos estructurales. 

Analicemos la minimización estructural exacta de la función booleana 
J que se reduce al cubrimiento de la tabla semántica de profundidad igual 
a dos (fig. 5.18) y, si es imprescindible, a la coloración de los grafos que 
corresponden a los cubrimientos de la segunda tabla. 
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Intervalos de lo región 


ae fancionamento Termas primarias 
m —— 
Intervatos Figuras 
maxmales prohibidos 


Fig. 5.18 


La primera tabla se forma basándose en el cubrimiento de la tabla de 
distinciones para las funciones booleanas prácticas. El cubrimiento de la 
primera tabla genera una END tope, a la cual corresponde el mografo G*, 
Su transformación en el parcialmente ordenado, es decir, interpretable por 
el grafo estructural H, se cumple con ayuda del cubrimiento de la segunda 
tabla. Consideremos un ejemplo. 

Ejemplo 5.3. Determinemos la complejidad del grafo (diagrama) estructural absoluta- 
mente minimal que realiza la función booleana f(xy, Xz, Xy, Xa)lı =V(O, 4, 2, 4, 9, 11, 13) 
y es igual a cero sobre los otros juegos. 


Formemos intervalos maximales y construyamos la tabla de Quine para función conside» 
rada (tabla 5.6). 


Tabla 5.6 

e Ta 
E 

===] 0 
1 000— v v 
2 00—0 v v 
3 0—00 v - v 
4 —001 v - v 
s 1—1 v v 
6 1-01 v - 


En la tabla de Quine, el signo subrayado corresponde a un intervalo maximal obligatorio, 
(Un intervalo maximal es obligatorio si existe un punto unitario perteneciente a este, y sólo 
a este, intervalo). En conjunto de intervalos maximales obligatorios forma el núcleo del 
cubrimiento. A 

Hallamos tas FND tope de la función dada cubriendo las columnas de la tabla de Quine 
por las filas de la tabla. Tenemos dos cubrimientos: las primera, segunda, tercera, quinta y 
sexta filas y las segunda, tercera, cuarta, quinta y sexta filas. A estos dos cubrimientos les 
corresponden FNDT de la función f de tipo 


Sa Xas Xy, X4) = XX V AIDA Y 
HA 
VX V Xi Naa V XIN; 
(acia paar) e 
5 7 7 


S'in Xas Xi, X4) = XU V Na V XL V ANa V aXXa 
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%, 


Fig. 5.19 


A la FNDT le corresponde el mografo representado en la fig. 5.19, a. En este grafo se 
tienen ciclos de longitud impar con la permutación cíclica de pesos de la forma siguiente: 


Qu = (04, S), 365, 3) 0, 0); 
Qu = (xl, 2), V, 9, 265, Di; 
Qu = (all, 2), M2, S) 206, 1d; 
A la primera FNDT le corresponde la tabla semántica (tabla 5.7). 


a [ma [Fe [Fe 


Tabla 5.7. 


20.9 | 20.9 | 20,0 | <0,2 


Q o 1 o 1 o 1 o 
Q 1 o 1 o 1 o o 
o o o 1 o 1 o 1 


Uno de los cubrimientos minimates es x = (x2(4, 5), 12(2, 5)]. Puesto que las transforma- 
ciones que lo integran desintegran las letras iguales en el sentido lexicográfico, construimos 
el grafo sobre las palabras (2, 4, 5) (fig. 5.19, b). Coloramos este grafo con dos colores: 
12, 4) y 15}. 

- _ Por lo tanto, está lograda Ja desintegración minimal de letras. Después de rayar la Jetra 
%2 en la quinta palabra obtenemos FND interpretable en categorías del diagrama de Hasse 
de la complejidad 7 (fig. 5.19, c): 


Ss, Xar Xor Xar XÍ) = XNA V Xx V XOLA V Xa V YANS Xy. 
Al examinar de manera análoga los demás cubrimientos y la distribución de figuras prohi- 
bidas en el mografo de la segunda FND tope obtenemos que la FND a ordenar hallada es 


absolutamente minimal. Por lo tanto, la complejidad del diagrama que realiza esta función 
es también igual a 7 (fig. 5.19, d). 
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Citemos la solución exacta del problema de la minimización estructural 
del sistema de funciones booleanas basada en el uso de figuras prohibidas 
cuando el mografo se transforma en el diagrama con los elementos 
maximales fijados. Consiste en el cumplimiento de las siguientes etapas: 

1. Empleando uno de los métodos conocidos se forma el conjunto de 
implicantes simples de salidas múltiples (ISSM) (intervalos maximales de 
salidas múltiples). 

2. Se construye la tabla implicante de Quine, en la cual a toda fila le 
corresponden la ISSM, a la columna, las constituyentes de la unidad (o 
de la implicante) de funciones booleanas de partida J¡(X) € F(X). Además, 
la constituyente de la unidad (la implicante) entre en la tabla tantas veces, 
cuantas funciones tomen el valor unidad sobre ella. 

3. Se hallan los cubrimientos de las columnas por las filas de la tabla 
implicante. De este modo se separan las FNDT de sistemas de qangienes, 
booleanas. 

4. Para toda FNDT del sistema de funciones booleanas, a la cual co- 
rresponde el modelo Ya, se construye una FND reticular (FNDR) del siste- 
ma de funciones booleanas de la complejidad minimal, es decir, se realiza 
la transformación Ya > Yo. 

5. De todas las FNDR del sistema de funciones booleanas se escoge 
la FNDR de complejidad minimal. Luego se construye el grafo estructural 
H de salidas múltiples. 

Para eliminar todas las figuras prohibidas construyamos la tabla semán- 
tica R, a cada fila de la cual corresponde biunivocamente una letra (entre 
paréntesis se indican los identificadores de dos palabras que contienen esta 
letra durante la transformación de la figura prohibida), a cada columna 
le corresponde la figura prohibida Qa, Oj, Qe; 


E si la letra correspondiente a la i-ésima fila integra 
n= 


la j-ésima figura; 
0 en caso contrario. 


A las filas les corresponden las letras del modelo mm; € Ma, para las cuales 
phm) = 0. Entonces, el cubrimiento de las columnas por las filas en la 
matriz R corresponde al conjunto de letras que deben desintegrarse, si se 
realiza la transformación Ya — Ya. 

Ilustremos el método exacto de la minimización de sistemas de fun- 
ciones booleanas teniendo en cuenta sus propiedades teóricas y 
estructurales. 


Ejemplo 5.4. Sea prefijado el sistema de las funciones booleanas F(X) = (44), X, 
AO. A(X) que depende de cinco variables (tabla 5.8). Formemos todas las ISSM, después 
construyamos la tabla de Quine y como resultado obtenemos dos FNDT del sistema dado: 


FAX) = xxi V Sa N XGN a N 2 N ax 
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x 
E 


O AR a 


A E A 


-o-0=-0-0-0-0=-0=0--0-0-0=-0= 
=-=- 


----0000--=-0000000000000- 


A AS 
---=0000000000009~===-00000 


Examinemos la primera FNDT representándola en forma del modelo Wà: 
Ma = (Xis Xir Xas Xi, Xy, Xas Xs, fis Sis is SaNi 
Dx) = pẹ) = po) = p&i) = po) = plx) = pixs) = 0, 
PU) = PU) = pU) = pU) = 1. 
Las palabras del modelo Y2 corresponden a tas conjunciones de la función F(X). Cons- 
truyamos el grafo modelo G™ (fig. 5.20, a). Enumeremos las figuras prohibidas que se 
comprenden en G": 
Qni = fall, 8, ll, 3) 06. 49); 
Qu = (2, 4), 2064, 7), 2002, N): 
Qes D 1x0, 8), xa(l, BI; Ora D (39(l, 4), 2303, Dh; 
Qes D 1X2, 4) 20063, 49); Que D Ll, 4), 2066, DJ: 
Quo D HA, 4), aalt, Th; Des D (x5(2, 4). (2, 5) 
es D [xs(2, 4), (2, T); Qei D fall, 3), 23(3, 4) 
Qeu > fall, 3,06, D); Gen > 12, D, 06, D) 
Oris D Dal, 7), 38, D). 
Los cubrimientos de la tabla semántica (tabla 5.9) son los conjuntos de palabras: (1, 
2,3, 8), (1,2, 3, 5, 6), (1,2, 4, 5, 6), 11,2, 4, 5, 8), (3, 3, 6, 7, 8), (1,4, 5, 6, 7, 8). 
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AS(42,4) 


a) Fig. 5.20 


Para las letras iguales en el sentido lexicográfico construyamos grafos sobre los conjuntos 
de palabras que contienen esas letras. Su coloración determina la extensión necesaria (AM4) 
del portador Ma en cada caso concreto. 


Tabla 5.9 
| Figuras prohibidas 

Letras 

[>] [+] wjn fejo 
xs(l, 4) 1.0.1.14-.0 1.0.0.0 0.0.0.0 
102, 4) 0.1.0.0 1 0.1-.14-.1.0.0. 0.0 
xa(l, 3) o. 1.0.0.0.0. 0. 0.4s1.0.0 
x, 4) 1.0.0.1 1.0.0. 0.0 1 0.0.0 
a8, 7) o... 0.0.0.0 0.0.0.0 1 1.0 
ah 7) 0 $ 06 0 € 5-0 0 4 4 9 1 
20 5 o... 0.0.0.0. 0 1 0.0. 0.0.0 
20, 7 o. 1 0.0.0.0. 0.0 1.0.0 1.1 


La potencia de la extensión del portador |JAM.| para cada uno de los cubrimientos es 
respectivamente igual a 3, 3, 3, 3, 3, 4. Por consiguiente, la complejidad minimal £ del grafo 
estructural H es igual a 14 (fig. 5.20, b): L = |Ma] + |AMa| = 14. Consideremos el modelo 
YË que corresponde a la segunda FNDT 

Ma = (x, Xin Xos Fes X), os 2, fis Sas Ls SaNi 

pla) = pÈ) = pta) = p) = p) = poa) = pl) = 0; 

PU) = PU) = PUD) = PH) = 1. 

El mografo G™ (fig. 5.21, a) que define este modelo contiene figuras prohibidas de la 
siguiente forma: 

On = (sl, 4), xl, 3, 56, 9; 

Qr D fall, 4), xalh, 39). Os D fxs, 9, 206, 915 
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7 j 
Fala) oro] 
a) b 


Fig. 5.21 


Qes D (xs(2, 4), (3, 4)), Qes D xstt, 4), (4, 793); 
Qes D lalt, 3), x9(3, 7)), Qro D 192, 4), x12, Sh; 
Cubriendo ta tabla semántica (tabla 5.10) obtenemos que la extensión minimal del porta- 


dor [AM] es igual a dos. La misma engendra el grafo estructural minimal (fig. 5.21, b) que 
define el sistema dado de las funciones booleanas FX). 


Tabla 5.10 
Figuras prohibidas 
Letras 

i | 2 i le EDENE 
sa) a 1 1 o 1 o o o o 
wa) 0 o o 1 o 1 o o 1 
xall 3) 1 1 o o o o 1 1 o 
204 1 o 1 1 o o 1 o 0 
DAN 0 o o o” o o o 1 o 
má 7) 0 o o o 1 1 o 0 o 
205 0 o o o o o o 0 1 


Examinemos las funcionales de optimación para truncar variantes cons- 
truidas teniendo en cuenta la estructura de figuras prohibidas. Investi- 
guemos más detalladamente el proceso de reducción del mografo arbitrario 
a la forma ordenable. 

El número de marcas de cada vértice v del mografo es igual a la frecuen- 
cia propia de la letra correspondiente del modelo y el número de marcas 
comunes para un par de vértices v; y uy (de la arista (j j)) es igual al valor 
de la frecuencia mutua de letras correspondientes. Por lo tanto, la arista 
(i j) del mografo puede caracterizarse por tres colores: fi, fì y fi, donde 
Ji es la frecuencia propia de la letra ¿ f; es la frecuencia propia de la letra 
J, fu es la frecuencia mutua de las letras į y j (f = j). 
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Observando el proceso de formación de las figuras prohibidas Qa, Qg, 
Qk notamos que cuanto mayor sea la suma fı + f; de las frecuencias propias 
de las letras į y j para la frecuencia mutua dada fy o cuanto menor sea 
la frecuencia mutua fy de las letras í y j para la suma dada de sus propias 
frecuencias, tanto mayor será la probabilidad de que los submodelos tipos 
Qa, Oj, Or contengan las letras į y j. 

Caractericemos cada arista (i j) de un mografo Y(/) por el valor de 
la derivada de modelo calculada sobre el par correspondiente de letras: 


2, 
Lu x 
Entonces cuanto mayor sea el valor de la derivada, tanto mayor será el 
grado de participación desigual de las letras en las palabras, cuanto 
mayor es la heterogeneidad del mografo, tanto mayor será la probabilidad 
de formación de submodelos tipo Qa, Q5, Qz en este modelo, tanto más 
complicado (en el sentido del número de elementos) será el grafo sintetiza- 
do correspondiente a este modelo. Por eso estimemos el intervalo maximal 
I de la función f, al cual corresponde el subgrafo completo, por el valor 
medio p(1) de la derivada calculada para cada arista de este subgrafo, es 
decir, por la expresión 
ri 


1 SEEN 
e 6) 


isi Jud 


a 
as D= 


donde r es el rango de la implicante simple 7 (es igual al número de termas 
primarias que forman la implicante). Por tanto, la estimación (5.1) permite 
sintetizar las FND óptimas de la función booleana teniendo en cuenta sus 
propiedades teóricas y estructurales. 

Empleando la funcional de optimación representada en forma de la esti- 
mación (5.1), pongamos el algoritmo aproximado de la minimización 
estructural de la función booleana. 

1. Prefijamos la FND dada de la función f en forma de la matriz de 
incidencia Q. 

2. Formamos las implicantes simples de la función f y las inscribimos 
en la lista Z. 

3. Construimos el núcleo de la función f. Si es vacío, pasamos al p. 
6, en caso contrario, borramos elementos del núcleo de la lista / y pasamos 
al punto 4. 

4, En la matriz O, los intervalos unitarios de la función f, que se cubren 
por las implicantes simples borradas de la lista 7, los sustituimos por estas 
mismas implicantes. 

5. Si cualquier fila de la matriz O es implicante simple, pasamos al p. 
8, en caso contrario, al punto 6. 


20—0577 
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6. Según la matriz Q construimos la matriz de frecuencia de relaciones 
F=QxQ 

7. Conforme a (5.1) estimamos toda implicante simple de la lista 7. Esco- 
gemos la implicante simple de la estimación minimal, la borramos de la 
lista 7 y pasamos al p. 4. 

8. La matriz Q obtenida de la función booleana minimizada, teniendo 
en cuenta sus propiedades teóricas y estructurales. 


Ejemplo 5.5. Tomando en consideración las propiedades teóricas y estructurales, minimi- 
zamos la función booleana (xi, Xz, Xy, xa) = V(2, 3, 4, 5, 8, 9, 11, 12, 14, 15); sobre los 
otros juegos es igual a cero, 

1. La matriz Q tiene forma 


anaou ù 
EF951710.01 2% 
46197101073 
UCI 4 
ELAFELELOWO E 
Q=j1 0010101 8 
100101109 
TE E a 
1 0 001012 
1010100104 
100.0100.015 
2. La lista / de implicantes simples de la función booleana es la siguiente: 


001—=100—11—0 

010-011 111 

—=100 10=1 111= 

3. La función / tiene un núcleo compuesto de las implicantes simples obligatorias 
010—, 00 1 — y 1 00 —. Después de borrar los elementos del núcleo, ta lista / toma la forma 

100 110 

011 111 

10—11 111 


4. Como resultado de la sustitución correspondiente de las filas, la matriz Q tiene siguien- 
te forma 


C 
010130 o 0[ 001— 
01t 1095: o ojoo- 
=| 0010 ı 0 oļ|100— 
1.0011010 " 
10100101 12 
1.0101.001 14 
10 10 TO 1.0 15 


$. Las filas de la matriz Q”, de la cuarta a la séptima, no corresponden a las implicantes 
simples, por eso pasamos al punto 6. 

6. La matriz de frecuencia de la relación F’ (F* = (Q')" x Q') correspondiente a la 
matriz Q” es tal: 
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s 
ETTE 
oo==-=-=wok 
vennos wt 
o--vvo-ný 
-voann= w} 
-0owo-n=n% 


owon== oni 
Po=r=ononkl 
les 


7. Estimamos cada implicante simple de la lista obtenida en el punte 
(5.1) tenemos 


pi- 1000) = plxax3Xa) 


(E 4-22+2 
E y + 


pis 
z 

3-21+ 2) 

+=) = 091 

z 

pi- 01 1)=09% pU O- 1) = 1,98; p - 11) ~ 0,58; 

PA 1 = 0) = 058; p(l 11 —) = 0,67. 

Escogemos la implicante simple 1 1 — O y pasamos al punto 4, 


32 


jo 3. En virtud de 


4, En la matriz Q’, las constituyentes de la unidad de la función f, que se cubren por 
la implicante 1 1 — 0, las sustituimos por esta misma implicante. Como resultado obtenemos 


la matriz 

Hanana ü 
o1 011 0 0 ojooi— 
01 1 001 0 0010 

er= [1 0010 1 o0 ofi100— 
1010000 4110 
100110100 
1010101 ojis 

5. La matriz Q 


implicantes simpl 


| 


jos al punto 6. 


6. La matiz de frecuencia de la relación F” correspondiente a Q” 
xa E 
£ ua 12d 
0.2. 11101000 
2420 11d 1% 
2 OA 
Fis l2 1 12.30 20 
1.1. 110200 
20112020 
10100001 


comprende las constituyentes de la unidad de la función que "no son 


tiene forma 


7. Según la fórmula (5.1) estimamos las implicantes simples de la lista / que cubren las 


demás constituyentes de la unidad de la función /. Tenemos 
P0111=075 p — 1 1) = 0,5; PG 0— 1) = 0,915 


pU 1 1 —) = 1,16. Escogemos la implicante simple 1 — 1 1 y pasamos 
4, Después de la sustitución correspondiente de las filas obtenemos 


20% 


al punto 4. 
la matriz 
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CEEE a o 
01011000|[001— 

or= [901100100 [o10— 
10010100[100—* 
1010000 1[11—0 
10001010l1—11 : 


5. Cualquier fila de la matriz Q” corresponde a una implicante simple. Pasamos al punto 
8. Realizamos el punto 5 utilizando la siguiente posición. Si la constituyente de la unidad 
de la función f es una implicante simple, se contiene en el núcleo del cubrimiento, De aquí, 
si en el punto 4 no ha cambiado ninguna fila de la matriz, pasamos al punto 8. 

8. La matriz Q” representa la función booleana f minimizada, teniendo en cuenta sus 
propiedades teóricas y estructurales. 

Empleando el método de la equivalentización semántica establezcamos qué lejos está 
la FNDT obtenida de la función fxi, X2. Xs, xa) de la FNDT de la función / que corresponde 
al grafo estructural minimal. Hallemos todas las END tope de la función /. Para hacerlo 
construyamos la tabla implicante y determínemos sus cubrimientos. Representemos toda 
FNDT de la función f en forma de mografo. Formemos figuras probibidas de los tipos A 
y B y construyamos las tablas semánticas. Luego hallemos y estimemos sus cubrimientos. 
Resultará que la END tope obtenida con ayuda del algoritmo propuesto de minimización, 
libre del sondeo de todas las FND tope, corresponde a la solución absolutamente minimal. 


Analicemos la minimización estructural del sistema de funciones boole- 
anas F(X). En este caso, a toda implicante simple de salidas múltiples, igual 
que a la implicante simple en la minimización de una función booleana, 
le corresponde un subgrafo completo, cuyos vértices están ponderados por 
el identificador de esta ISSM en el mografo G*“. En el caso considerado, 
el cálculo de la distribución de figuras prohibidas puede estimarse por la 
expresión (5.1). Al mismo tiempo, se calculan las derivadas sólo para los 
arcos que unen los vértices ponderados por las letras m; y my para los cuales 
P(mi) = p(my) = 0. Para simplificar, en la expresión (5.1) omitamos el com- 
ponente constante de frecuencia y estimemos la ISSM por la siguiente 
fórmula: 


cu) 


any E450) en 


erro 
Propongamos el siguiente procedimiento de minimización de sistemas 
de funciones booleanas teniendo en cuenta sus propiedades teóricas y 
estructurales. Este procedimiento se basa en la aplicación de la funcional 
de optimación. 
1. Prefijamos el sistema de las funciones booleanas F(X) = 1400, 
PAX), -~ -s SAX)) por conjuntos Mi, Mf. Con ello, 


400 1 sobre los elementos de M}, 
ü O sobre los elementos de M$. 


2. Hallamos todas las ISSM de las funciones booleanas por uno de 
los procedimientos conocidos del sistema y las inscribimos en la lista 7. 
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3. Construimos la matriz Q, a cada columna de la cual corresponde 
la terma primaria, a la fila, la constituyente de la unidad (implicante) de 
la función f(X) € FX) y 


_ (1 si xe integra Aésima constituyente (implicante); 
9x1 = LO en caso contrario. 


4. Determinamos las ISSM obligatorias en la lista Z. Si ellas existen, 
pasamos al punto 5 borrando las implicantes obligatorias de la lista /. En 
caso contrario, pasamos al punto 7. 

5. Hacemos correcciones en la matriz O sustituyendo las constituyentes 
de la unidad que se cubren por las ISSM borradas, por esas mismas ISSM. 

6. Si cualquier fila de la matriz Q es una ISSM, pasamos al p. 9, en 
caso contrario al punto 7. 

7. Según la matriz Q construimos la matriz de frecuencia de relaciones 
F=Q0xQ 

8. Estimamos cada ISSM calculando el valor de c(7). Escogemos la 
ISSM con el valor minimal <,,,, (1). Borramos la ISSM escogida de la lista 
I y pasamos al punto 5. 

9. La matriz Q prefija el sistema minimizado de las funciones booleanas 
F(X) tomando en consideración las propiedades teóricas y estructurales, 


Ejemplo 5.6. Prefijado (tabla 5.11) el sistema de las funciones boolcanas Fx = 1/14), 
AO, AN. 


Tabla 5.11 
1 E] » a » h h h 
o o o o 1 o 1 
o o o 1 o o 1 
o o 1 o o o 1 
o o 1 1 1 o 1 
o 1 0 o 1 0 1 
0 1 o 1 o o 1 
o 1 1 o o o o 
0 1 1 1 1 o o 
1 o o o 1 1 o 
1 o o 1 1 o o 
1 o 1 o o 1 1 
1 o 1 1 1 o i 
1 1 o o 1 1 1 
1 1 o t 1 o 1 
1 1 1 o o i 1 
i 1 1 1 1 o 1 


2. La Jista / de las implicantes simples de salidas múltiples del sistema F(x) es la siguiente: 
h=00——() h=0—0() 
h=——00(Mh=—01—G)/= -10—G) 
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le=1—0=()h=1-—00)k=-=—110, 
ba1-—1WMl0=1-—1-=6h4=11--6 
la=11-14,D) bh=1—110,3), £k=11—-0Q, 


hs=110—(,3,fs6=1-100,3)/0=—011(,3 

la = 1 — 0 0 (1,2), ho = — 1 00 (1, D,ho=0—00(, 3, 

hi=1100(, 2, 3). 

Entre paréntesis se indican los números de las funciones, cuyos puntos de trabajo se 
cubren por el intervalo correspondiente. 

3. Componemos la matriz Q, en la cual cada constituyente de la unidad se repite tantas 
veces cuantas integre las funciones booleanas. 

4. La ISSM obligatoria es la implicante 

5. En ta matriz Q sustítuimos las filas 00 11,011 1,101 1,111 1 que corresponden 
a las constituyentes de la función booleana f; por la implicante simple de salidas múluples 
ls. Como resultado obtenemos la matriz: 


nom 


o” -= 


A TTO 
O E T 
A A P TE 
.===00000-=-000000=--000} 
S0=roo=oronrorro=ro-o--»3 
== 00-=000-00-00-2090-0-00»x 


Sonscconscnonosoooooo-el 
PANCARTA RO 


6. Las filas de la matriz, de la 1-a a la 22—a, no son ISSM. Pasamos al punto 7. 
7. La matriz de frecuencia de relaciones tiene forma 


x= 


e Duw. 

S 4 3 41€ Dota 
ous 9.77 95|% 

4 59 035 63lx 
F=I5 90 n 8 6 8 oj» 
4 73 8u 0 83|% 
+ 75 6 08 6 sx 
596 8 8 61 oju 

3 53 63 5 osl 
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8. Estimamos cada ISSM calculando el valor de c(/). Para la implicame /, = — — 0 
0 (1) esta estimación es minimal e igual a 1,55. Escogemos / = — — 0 0 (1) y pasamos 
al punto 5. 


5. En la matriz QČ, las constituyentes de la unidad, cubiertas por Ja implicante Jy, las 
sustituimos por esta misma implicante. Como resultado obtenemos la matriz 


PA 
DOS BARRIADA 
ESOO SANA a 
AAA A nokgnna 


ooccocoocoocococoooon====== 
DOSIS A im mi ie 


6. La matriz Q® contiene filas que no son ISSM. Pasamos al punto 7, etc. 
Resulta la matriz 


EEE 
0000010 

o000101 0 
01001000 
010000 ı ofj, 
10001000 
00100100 
01010000 


que corresponde a ta solución 

FO = A N KA V hi V Ita SS V aaaf V afi 

Determinemos la distancia entre la solución obtenida y la minimal. Para esto prefijemos 
cada FNDT de este sistema por el mografo y determinemos la distribución de figuras prohibi- 
das. Haciendo los mografos obtenidos equivalentes de modo semántico a los mografos in- 
terpretados en categorías de grafos estructurales, obtenemos que la FNDT sintetizada del siste- 


ma de funciones booleanas F(X) corresponde a la solución absolutamente minimal sin realizar 
el sondeo de todas las FNDT equivalentes. 
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§ 5.4. Caracterización de la descomposición del grafo 
de transiciones en el producto cartesiano parcial 


La complejidad y la seguridad del dispositivo automático se determinan 
en muchos aspectos por los códigos de estados interiores. Uno de los 
problemas actuales es el de minimización de conexiones entre los elementos 
de memoria, Consideremos dos elementos de memoria inconexos si la fun- 
ción de excitación de uno de ellos no depende del estado del otro elemento 
de memoria y viceversa. En caso de la inconexión de un elemento de memo- 
ria con los demás, su función de excitación se determina por el estado de 
este elemento y por el vector de entrada: 


pi = eZ X). 

Caracterizaremos la memoria del dispositivo automático por su 
conexión 

s 
S= Yo 
ici 
donde s es el número total de los elementos de memoria, a; es el número 
de elementos de memoria, distintos del ¿ésimo elemento, cuyos valores son 
necesarios para calcular la función de excitación del ¡-ésimo elemento de 
memoria. 

El valor de la conexión de memoria S, igual a cero, significa que los 
elementos de memoria son funcionalmente inconexos y la función de excita- 
ción de cualquier elemento de memoria se determina por su valor y por 
el vector de entrada. 

Examinemos el problema de descomposición de un grafo arbitrario de 
transiciones en el producto cartesiano parcial de » factores funcionalmente 
inconexos uno con otro, cada uno de los cuales corresponde a un dispositi- 
vo subautomático. La conexión funcional entre los bloques surge cuando 
es infringido el carácter determinado por lo menos en un grafo de transi- 
ciones G,. Para describir las situaciones de infracción del carácter determi- 
nado introduzcamos el grafo de enganche Gen, a cada vértice del cual le 
corresponde biunívocamente un estado interior del dispositivo automático 
a la arista, un par de estados enganchados con la particularidad de que 
cada arista está ponderada mediante los vectores de entrada que enganchan 
los estados correspondientes del dispositivo automático. 

Dos estados Sa, Sa se denominan enganchados, si existen: un juego X; 


que transforma el estado Sa en Sp Su Ži S, y un juego Xy, Xi C Xp que 


transforma Sa en So, S3% Ss, tales que S, = Ss y (Su, S,) y (Sa, Ss) no for- 
man lazos simultáneamente. 
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El estado del grafo de transiciones G = < V, (U, X)) después de su des- 
composición en el producto cartesiano parcial G = Į] G; 
t 


Gi = (Vi, (Ua 20) 


puede caracterizarse por un vector a ¡-ésimo orden del cual le corresponde 
el estado del ¡-ésimo dispositivo subautomático. En la descomposición cada 
uno de los dispositivos subautomáticos se caracteriza por el número tole- 
rable de estados |V;|. Es obvio que 


TH Ir >n. 


A los estados enganchados les deben corresponder los vectores distintos 
uno de otro en cada orden. En caso contrario, si en j-ésimo orden los vecto- 
res de estados enganchados coinciden al transmitir a la entrada del disposi- 
tivo automático un vector X, por el cual ellos se enganchan, en el caso 
general, será infringido el carácter determinado de transición en este dispo- 
sitivo subautomático. Por lo tanto, la construcción de la descomposición 
paralela abstracta del dispositivo automático se reduce a la coloración de 
componentes múltiples (multicoloración) del grafo de enganche, realizando 
la cual a los vértices adyacentes se les ponen en correspondencia los es- 
pectros de colores, distintos uno de otro, en todo componente, 

La descomposición del grafo de transiciones en el producto cartesiano 
parcial no saca el grafo resultante de la clase de los grafos de transiciones. 
Las figuras prohibidas de esta semántica son los grafos casi completos. 

Teorema 5.4. Si un grafo de enganche construido para cada uno de los 
dispositivos subautomáticos no contiene grafo casi completo de la casi den- 
sidad q + 1, el dispositivo automático correspondiente es descomponible 
en el producto cartesiano parcial de los factores funcionalmente inconexos 
entre ellos, o sea, de los dispositivos subautomáticos, el número de estados 
de cada uno de los cuales no supera q. 


De este modo, los grafos casi completos son las figuras prohibidas que 
caracterizan la condición suficiente de la inconexión funcional de subautó- 
matas, cuando se busca la descomposición paralela del autómata de mando. 
A continuación, esta clase de figuras prohibidas se designará mediante Qzr. 
Al mismo tiempo el grafo de enganche para el primer dispositivo subauto- 
mático a examinar es un grafo de enganche construido por el grafo de tran- 
siciones según su definición. El grafo de enganche del ¡-ésimo dispositivo 
subautomático es un grafo de enganche del primer dispositivo subautomáti- 
co, en el cual se han añadido aristas que unen los vértices de espectro igual 
de colores. Estas aristas se añaden para identificar univocamente los esta- 
dos del dispositivo automático. 

Analicemos la construcción de la descomposición paralela abstracta del 
dispositivo automático basada en la semántica hallada, examinando el 
ejemplo siguiente. 
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Fig. 5.23 


El dispositivo automático tiene tres canales de entrada. El grafo de transiciones está repre- 
sentado en la fig. 5.22, a. Los vectores de entrada se denotan por los equivalentes decimales 
de los correspondientes juegos binarios. Hallemos la descomposición paralela del dispositivo 
automático en forma de dos dispositivos con el número de estados interiores igual a 3 y 4, 
respectivamente. 

En la fig. 5.23, a se da el grafo de enganche del primer dispositivo subautomático. No 
contiene figuras prohibidas; por consiguiente, es posible colorarlo con tres colores [0, 1, 2}. 
Cada color corresponde a un estado del primer dispositivo subautomático. Construimos su 
grafo de transiciones Gi = < Vi, (Us, X)). Como resultado de la coloración del grafo Geo, 
el conjunto de estados del dispositivo automático inicial se parte en tres conjuntos concolo- 
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reados, cada uno de los cuales corresponde al estado del primer dispositivo subautomático. 

ja. Tenemos: (Se, Ss, Sh, Sur) = Sioi (Sas Sos Su, Sio) = Sí 
(51, Si Sn Siz) = Si. De aquí se tiene que las condiciones de La transición p~; del estado 
Sis en el estado Sí, (i J = 0, 1, 2) del primer bloque son las condiciones de la transición 
del estado Sa € Si al estado Sa € Sí, que se determinan por el grafo wicial de transiciones: 
pomo =0, po 1 VS, poa VIVA; 1 IVS, pro VS; pia SAVT 
dama = LVIV S, pamo = 6, pimi = OV S. 


El grafo de enganche que corresponde al segundo bloque cstá representado en la fig. 
5.23, b. No contiene figuras prohibidas; por consiguiente, el dispositivo automático inicial 
es realizable en forma de dos dispositivos subautomáticos funcionalmente inconexos que fun- 
cionan en paralelo. La coloración del segundo grafo de enganche parte el conjunto de estados 
del dispositivo automático de partida en cuatro conjuntos siguientes: 

Sao = 4S1, Sios Sud, Su = (Ss, So, Sr). 

Sa = [Si Sr Sel, S = lS Sn Sil. 

Para los estados del segundo dispositivo automático las funciones de transición tienen 
siguiente forma: poso =2, gu=2= 0, yomi =), e 1V7, pod, A, 
eS, q =4V6, mom =2V45 q 017, +6 po=2V5 
Pr 2 7, pra: 

En la fig. 5.22, b se ofrece la descomposición del grafo dado de transiciones en factores 
funcionalmente inconexos. 


Construyamos la descomposición abstracta del dispositivo automático 
utilizando la semántica de la descomposición del grafo de transiciones en 
el producto de factores. Sea prefijado el grafo de transiciones G (fig. 5.24, 
a) que debe descomponerse en el producto G = G, X Gz, donde Gi y Ga 
son los grafos de transiciones, la potencia del portador de cada uno de 
éstos no supera 3. 

Construyamos el grafo de enganche Gen y realicemos su coloración por 
el primer componente (fig. 5.24, b). Para ello formemos todos los subgrafos 
vacíos 1S2, Sa, Se), (Ss, Se), (Si, Se), (Si, Ss, Ss), [S1, S2, Sr. [S2 
Ssl, 152, Só, Sel, {S7, Se) del grafo de enganche. 
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Tabla 5,12 
venal 
oe 
de subgrafos p 
he s[s[s5 sse a|s 
tSu Ss, S) 1 o 0 o 1 o o 1 
ISu Sa, Ssl 1 0 1 0 i 0 0 o 
1S1, Se) 1 0 0 1 0 o 0 o 
ISa, Sa, Sel 0 1 o 1 0 1 o 0 
ISa, Só, Sal o 1 o 1 0 o 1 0 
(Sa Ss) 0 1 o o t o 0 0 
(Ss, Sel o 0 1 0 o 1 o o 
48», Sa) o 0 0 0 o o 1 1 


Cubrimos las columnas por las filas de la tabla (tabla 5.12), en la cual 
a cada fila le corresponde biunívocamente un subgrafo vacío, a la columna, 
un vértice, y en la intersección de la ¡-ésima fila y la j-ésima columna se 
halla 1, si el j-ésimo vértice se contiene en el portador del ¡-ésimo subgrafo 
vacío y 0 en caso contrario. El número de estados tolerables del grafo Gy 
no supera tres; por lo tanto, la potencia del cubrimiento de esta tabla tam- 
poco debe ser más que tres. El grafo de enganche no contiene figuras prohi- 
bidas por el primer componente (grafos casi completos de la casi densidad 
4); por consiguiente, tales cubrimientos existen, ya que el número cromático 
del grafo es igual a su casi densidad. Estos cubrimientos tienen siguiente 
forma: 


me ((Sz, Sa, Se), (Si, Ss, Ss], (S7, Ss) ), 
wa = ASi, Ss, S1), (S2, So, Se), (Ss, Ss) ). 


Para ser precisos escojamos el primer cubrimiento. Le corresponde la 
coloración del grafo de enganche representada en la fig. 5.25, a. En virtud 
de esta coloración, las funciones de transiciones pyr, donde ¿es el número 
del componente de la descomposición, j es el estado (color), al cual se reali- 
za la transición del primer factor del grafo de transiciones Gi, tienen si- 
guiente forma: p10 = OV 1, pior =2V3V4V5V6, $102 = 9 V 10, piro = 
=1V3V7V8V0, gm = 5V 10, p2 = 4V9, p12 = 6, pi =2V5V7, 
en = 8. 

Para que el producto de grafos satisfaga la condición de autómata, antes 
de colorar el grafo de enganche por el segundo componente es necesario 
unir los vértices, concoloreados en el primer componente, por aristas (fig. 
5.25, b). Para establecer si el grafo obtenido (fig. 5.25, c) contiene figuras 
prohibidas, formemos subgrafos completos de densidad 4. Volvamos a utili- 
zar el algoritmo dado anteriormente. Lo modifiquemos de tal modo que 
en el nivel se hallen situados los vértices no adyacentes que, al mismo tiem- 
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Fig. 5.25 


po, se ponderan por los vértices adyacentes. Rompamos los caminos, cuya 
longitud es menos que cuatro (fig. 5.25, d). Además de los subgrafos 
completos formados de densidad 4, cuyos portadores tienen respectivamen- 
te forma de (Si, S3, Ss, Sa}, (Si, Sa, Ss, Sa), [S2, Sa, Só, Sr}, (52, Sa, 
Ss, S7}, el grafo de enganche, al realizar la coloración por el segundo com- 
ponente, contiene otras seis figuras prohibidas: grafos casi completos de 
casi densidad 4 (fig. 5.26). 

Construyamos la tabla semántica (tabla 5.13). A cada fila de ésta le 
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$ Sz S 
Se! 
Sy aos 
Ss 
Sy, Se 
Sy 
Se S, Si * 
$ 
s S sy y 
$; 
S, Ss É 
Sy, 
S4 Sé S 
Sr pi 
S Sy Sy Sy 
S 
Sr Ss 
3 
S S 
Sr S Ss 


corresponde biunivocamente una arista de figura prohi 
na, una figura prohibida y 


0 en caso contrario. 


Fig. 5.26 


ida, a cada colum- 


Gh= H si la ¡-ésima arista se contiene en la j-ésima figura; 


Tabla 5.13 


Aristas | 


Grafos casi completos de la casi densidad 4 


tSu &) 
iSu Ss) 
(St, Ss) 
(Ss, Ss) 
(Sa, Ss) 
[Ss, Sa) 
(Sa, S) 
LSe $) 
[Sz, Se) 
15», $) 
ISe, $} 


oocoo------ 
-----0009099 
eo-0----0-- 
==-=o000--00 
=o0==onoo=- 
Srornmoo-o 
nor==ocoso- 


-0--0009-0- 
-ə-0-909900 


soscoor=oo=o 
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Aristas Grafos casi completos de la casi densidad 4 


1S3, Se] 
1S2, Sa] 
(Sy, Ss] 
(Ss, Ss} 
Ss, Se) 
(Su. $) 
(Sw $) 
(Sr, Sa} 
ISu S2} 
(Ss, Sa) 


ocoscococoo 
escoocooso- 
Sono --o=- 
o----00-=- 
Ooro==omoo- 
S===-0o0--0 
S=o==ooo-- 
Sra 
=o0o-oo0o-o 
coo=oo--oo 


La tercera y la séptima fila forman el cubrimiento minimal. Por consi- 
guiente, eliminando del grafo de enganche sus aristas correspondientes (S1, 
Ss) y (S2, S7} es posible la coloración del grafo mediante tres colores (véase 
la fig. 5.25, b). Como resultado obtenemos la coloración de dos componen- 
tes del grafo de enganche (véase la fig. 5.25, a, b): Si: (1, 1), Sa: (0, 0), 
S: (1, 2), Sa: (0, 2), Ss: (1, 0), Ss: (O, 1), Sr: (2, 0), Si: (2, 1). 

La eliminación de las aristas (Si, Ss) y (S2, S} significa que los estados 
Sı y Sy del grafo inicial de transiciones no deben engancharse por el vector 
de entrada 8 (véase la fig. 5.25, a) y los estados S2 y S», por el vector 2. 
Para desenganchar esos vectores, en las correspondientes cuatro transi- 
ciones introduzcamos órdenes complementarios, según los cuales se distin- 
guirán estos vectores. Es posible realizarlo usando las conexiones entre los 
componentes (en el caso dado, el estado del primer componente) o forman- 
do un bloque desacoplador especial de memoria. 

En el primer componente del espectro, a los estados Sı y Ss se les han 
puesto en correspondencia los colores 7 y 2, respectivamente. Para desen- 
ganchar estos estados, extendamos el vector 8 que pondera la transición 
del estado Si hasta el vector 8” = 8-S,,; el vector 8 que pondera la transi- 
ción del estado Ss lo extendamos hasta el vector 8” = 8-S12, donde Si1, 
Siz son valores de los órdenes, en los cuales se difieren los códigos de los 
colores ] y 2 del primer componente del espectro (fig. 5.27, a). Para desen- 
ganchar los estados S y S tenemos 2'=2:%0 2” =2:52, 
respectivamente. 

En este caso, el bloque especial de memoria es un elemento de memoria 
a (fig. 5.27, b), en el cual uno de los estados (por ejemplo, nulo) se pone 
en correspondencia a los estados Sı y S2, el otro, a los estados Ss y Sr. 
En este caso, 8” = 8a, 8” = 8a, 2’ = 2a, 2” = 2a. El valor del bloque 
desacoplador especial de memoria se fija realizando la transición al estado, 
la salida, del cual es de caráter unívoco, lo que se determina por el estado 
de este bloque. 
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Como resultado obtenemos las siguientes funciones de excitación del 
grafo de transiciones que determina el segundo factor de la 
descomposición: 


pao = 1V6V 10, poi = 2 V7V9, p2 
V3V8, guo =0V5V8" V9, pan =6, 
e =3V4V8', p20 = 7, gm = 1V4v6, 
pm = 0v5, 


La descomposición paralela abstracta obtenida del dispositivo automá- 
tico prefijado con los factores conexos está representada en la fig. 5.28. 

Para responder si es posible la descomposición del dispositivo automáti- 
co a examinar en el producto cartesiano parcial de los factores inconexos 
entre ellos, consideremos la coloración del grafo de enganche teniendo en 
cuenta el carácter de transiciones de estados enganchados, lo que permite 
no tomar en consideración la conexión en el grafo de enganche, si la transi- 
ción se realiza de los correspondientes estados enganchados a los vértices 
concoloreados. Por lo tanto, antes de extender el vector de entrada para 
desenganchar los estados interiores es necesario comprobar la posibilidad 
de eliminar esta conexión mediante la coloración igual de aquellos estados, 
a los cuales pasan los estados enganchados. 


2" 


Construyamos la tabla de transiciones del dispositivo automático prefi- 
jado (tabla 5.14), a cada fila de la cual le corresponde biunivocamente un 
valor del vector de entrada, a cada columna, un estado interior, y en la 
célula (i, j) de la tabla se sitúa el identificador del estado interior, al cual 
pasa el dispositivo automático del j-ésimo estado bajo la influencia del j- 
ésimo vector de entrada. 

La descomposición inconexa tiene lugar si, debido al cubrimiento de 
la tabla semántica, la conexión de los pares [S,, Se} y [S2, S7] no se tiene 
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Fig. 5.28 


en cuenta en virtud de que los pares de vértices (Sa, S+} y (Si, S3) pueden 
ser concoloreados. Los estados Ss y Sy están enganchados y, para que sean 
concoloreados, es imprescindible que sean concoloreados los vértices Sı y 
Sz, a los cuales pasan Si y S+. Los estados Sı, Sz están enganchados y, 
para que sean concoloreados, es imprescindible que sean concoloreados los 
vértices Sy y Ss. Los estados Ss y S, no están enganchados; por lo tanto, 
pueden ser concoloseados. Coloramos los vértices S3, S4 con un mismo co- 
lor. Entonces, según la propiedad transitiva de la relación de concoloración 
obtenemos que cada uno de los subconjuntos Ko =7(Si, Sz, Ss), Ki = (Ss, 
Sa, Sr), kz = (Ss, Se} se compone de los vértices concoloreados. 

Para la coloración hallada del grafo de enganche del segundo compo- 
nente de descomposición, los estados S2, S son no concoloreados. Por con- 
siguiente, está también liquidada la segunda contradicción que condiciona 
el carácter indeterminado del grafo de transiciones del segundo factor. En 
definitiva obtenemos las siguientes funciones de excitación del segundo 
componente de descomposición: zoo =0V1V2, 201 = 3V8, 202 = 5, 
Pi 6V7V10, gnu =0V2V5, pn2 =l, p2 =6V9, gni = 4V8, 
22: 10. 

De este modo, tenemos la descomposición inconexa del dispositivo 
automático prefijado que se determina por los sistemas obtenidos y la co- 
loración de dos componentes de la forma Sı — (1, 0), S4 — (0, 1), Sı — (2, 
1), S2—(0, 0), Ss—(1, 2), Se—(2, 0), Ss— (l, 1), Se— (0, 2). 

En el caso general, para construir la descomposición abstracta paralela 
de la conexión absolutamente minimal, es necesario estimar cada colora- 
ción por el primer componente mediante las coloraciones por el segundo 
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Tabla 5.14 
e S ] E] s l S ll Ss s S S 
o Ss Se 

1 Ss Se 

3 S $S 

3 S Ss S 

4 5 

$ Ss ss 
6 S S S 

7 S $ Sı 

8 Se S 

9 Ss 
10 S S 


y clegir una coloración de componentes múltiples que satisfaga las cantida- 
des prefijadas de vértices de los grafos de factores y sus condiciones de 
conexión. La descomposición del grafo de transiciones en n componentes 
es análoga. 

Examinemos la descomposición abstracta paralela límite de los disposi- 
tivos automáticos cuando el dispositivo subatomático es un elemento de 
memoria. La semántica de esta descomposición será semántica de la cone- 
xión funcional de los elementos de memoria. Teniendo en cuenta la estruc- 
tura de los grafos casi completos y el carácter de dos signos de la lógica 
de Boole, la semántica reflexiva de la conexión funcional de los elementos 
de memoria del dispositivo automático se determina por la siguiente 
afirmación. 

Teorema 5.5. Los grafos de enganche que no contienen ciclos de longi- 
tud impar determinan la codificación, en la cual los elementos de memoria 
son funcionalmente inconexos. 

Este criterio permite determinar sucesivamente los valores de los órde- 
nes en los códigos de estados interiores de modo análogo a cómo se hacía 
durante la búsqueda de la descomposición abstracta paralela. 


$ 5.5. Caracterización y métodos del emplazamiento óptimo 
de los datos en la memoria del ordenador 


Los sistemas modernos de información se caracterizan no sólo por grandes 
capacidades, sino también por la complejidad de los datos almacenados, 
la que consiste en que los datos están en diferentes interrelaciones. De tal 
modo, los datos complejos se representan en forma de un juego de ciertos 
objetos elementales y un conjunto de relaciones que unen los objetos de 
datos. En otras palabras, los sistemas complejos de información se formali- 
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Fig. 5.29 


zan mediante los conceptos tales como grafo y mografo. La rica experiencia 
práctica de construcción de sistemas de información lo corrobora, 

A menudo surge la necesidad de almacenar estructuras de grafos en 
“forma pura”, por ejemplo, cuando en las bases de datos se usan los mode- 
los de datos basados en grafos. Los objetos de datos se almacenan separa- 
dos de sus relaciones que se representan por grafos. Se conocen varios pro- 
cedimientos de prefijación de los grafos: empleando matrices de incidencias 
y de adyacencia, enumerando entornos de los vértices. Se puede mostrar 
que el último procedimiento es el más ahorrativo para los grafos de grandes 
dimensiones, lo que es típico para la práctica. Pero la prefijación del grafo 
mediante la enumeración de entornos es equivalente a la prefijación del 
mografo, cuyo portador es el del grafo y las palabras son los entornos de 
sus vértices. La prefijación del grafo puede tener variantes, pero en cual- 
quier caso un mografo puede ser una abstracción de representación. Por 
ejemplo, en las bases de datos que parten de un modelo de la red de datos 
(un fragmento del esquema de la red de datos se refleja en la fig. 5.29, 
a), la abstracción de los datos es un grafo orientado. Tratando las deman- 
das, la búsqueda de información se realiza en el sentido indicado por los 
arcos (de los datos sobre los procesos a los de equipo), por esta razón hace 
falta almacenar solamente los entornos positivos (los del nivel inferior del 
grafo dado en la fig. 5.29, b). Esta información se da por el mografo repre- 
sentado en la fig. 5.29, © 

Como se ha mostrado anteriormente, el mografo es una abstracción del sistema de bús- 
queda informativa con un conjunto fijado de demandas. En calidad de otro ejemplo de la 
representación de un sistema informativo por un mografo sirve una organización de ficheros 
con varias claves de acceso. El fichero es una sucesión de inscripciones compuestas de campos 
idénticos (las incripciones pueden ser de longitud desigual). Llámase clave un campo o con- 
junto de campos, cuyos valores identifican las inscripciones. El acceso al fichero se realiza 
indicando el valor de la clave. Para acelerar el procesamiento de las demandas se organizan 
indices (tablas en las cuales para cada valor de la clave se indican las direcciones de las inscrip- 
ciones con este valor). Si el índice almacena las direcciones de todas las inscripciones con 
el valor dado, esta organización se denomina listas invertidas. La información almacenada 
en las listas invertidas se representa por un mografo, cuyo portador se compone de ua conjunto 
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de las direcciones de inscripciones y las palabras, de los conjuntos de las direcciones de inscrip- 
ciones que tienen valores idénticos de la clave. 

Examinemos un fichero de un sistema informativo de biblioteca (fig. $.30) que je va- 
rias claves de acceso: el apellido del autor, el nombre de la Editori: la palabra clave, etc. 
Para acelerar el acceso se puede ordenar el fichero por una de las claves (habitualmente, por 
el apellido). Por otras claves, las inscripciones estarán completamente desordenadas. En el 
ejemplo a examinar, el índice por la clave del acceso “palabra clave” se representa por el 
mografo dado anteriormente (véase fig. 5.29, c), a la palabra M; le corresponde el valor “méto- 
dos matemáticos”, a la Mz, “automatización”, ete. 

El mografo puede prefijar tanto las listas invertidas, como otras organizaciones de lista 
para los índices: listas múltiples, listas de secciones. En fin, una matriz binaria sencilla puede 
representarse como la matriz de incidencia del mografo. 

Para el emplazamiento de los datos en la memoria del ordenador los 
criterios principales son la minimización de la capacidad de memoria y 
la del tiempo de acceso. Los elementos del portador del mografo co- 
responden univocamente a los objetos de los datos almacenados en la me- 
moria. Por lo tanto, el criterio de la minimización de la capacidad de me- 
moria determina la funcional de la calidad p(Y), en la equivalentización 
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semántica, como el mínimo de la potencia del portador Y». El mografo 
Wo determina el emplazamiento, en el cual se puede hallar todas las palabras 
lo más posible. Si el mografo Ya no admite este emplazamiento, la búsqueda 
de cierta palabra es equivalente a la de varias palabras que significa la desin- 
tegración de la palabra dada en varias palabras. De tal modo, el criterio 
de minimización del tiempo de acceso determina la funcional de la calidad 
P(Y») como el mínimo de la potencia de la signatura Ys. 

En los ejemplos considerados de la organización de los datos representa- 
dos por el mografo es importante minimizar la capacidad de memoria en 
condiciones del tiempo mínimo de acceso. Es posible el criterio inverso: 
la minimización del tiempo de acceso contando con la capacidad constante 
de memoria. Por ejemplo, es importante en el problema de una ordenación 
de las inscripciones del fichero (fig. 5.31), con la cual se realizaría más rápi- 
do la búsqueda por la clave. 

El acceso a los objetos de datos se realiza con ayuda de un procedimien- 
to estándar de búsqueda, en la cual se cumple la transición de un elemento 
de memoria a otro. La transición se realiza univocamente, por eso se puede 
formalizar este procedimiento de búsqueda mediante una función de exa- 
men de la memoria S que es una función parcial sobre el conjunto de los 
elementos del portador de un mografo S: X + X; S(x) es un elemento, al 
cual se realiza la transición después del elemento x. Analicemos tal empla- 
zamiento de los datos y tal función de examen de la memoria S (modeto 
Wo), para los cuales existe un elemento xv € M tal que 


M = (xo, S(%), S'(xo), -n SIMI- (20) 


para cada palabra M del modelo Yo, es decir, cada palabra se busca con 
ayuda de la función S basándose solamente en la información de la poten- 
cia de la palabra y del elemento inicial xo. 

Semejantes mografos se denominan admisibles. Es obvio que en la prác- 
tica la mayoría de los mografos no son admisibles. Para su realización en 
la memoria del ordenador se necesita desintegrar los elementos del portador 
o las palabras. Al mismo tiempo, se aumenta ora la capacidad de memoria, 
ora el tiempo de acceso. En la memoria del ordenador, los mografos admi- 
sibles se representan de modo sin exceso y requieren el tiempo mínimo de 
acceso. 

De tal modo, el problema del emplazamiento óptimo de los datos con- 
siste en la transformación del mografo en el admisible y en la construcción 
de la función de examen de la memoria. Con ello, la funcional de la calidad 
es la extensión minimal del portador sin cambiar la signatura o la extensión 
minimal de la signatura sin cambiar el portador. Este problema puede in- 
terpretarse por grafos. Consideremos la función de examen de la memoria 
S: X > X de un mografo admisible Y» como la relación de adyacencia 
SE X x X de los vértices en el grafo orientado Gr = (X, S) construido 
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sobre el conjunto de vértices X. El grafo Gy es funcional (f-grafo), o sea, 
de cada uno de sus vértices no sale más que un arco. 

Teorema 5.6. Un f-grafo conexo es acíclico o contiene exactamente un 
ciclo. 

De esta afirmación se desprende que en la práctica son importantes las 
siguientes clases de f-grafos y mografos admisibles que se representan por 
los f-grafos correspondientes: lineales (caminos), cíclicos (circuitos), acícli- 
cos (árboles orientados). 

En la práctica, la función de examen de la memoria se realiza habitual- 
mente empleando las marcas o mediante la transición al elemento adyacente 
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de la memoria. Para representar en la memoria los f-grafos lineales se puede 
utilizar la segunda variante de la realización de la función de examen de 
la memoria. La representación de los f-grafos cíclicos se basa también en 
la transición al elemento adyacente de la memoria, excepto S(x) = xı, don- 
de xı, Xn son los elementos primero y último, respectivamente, en el empla- 
zamiento. Para representar los f-grafos acíclicos son necesarias las marcas. 
Sin embargo, la representación de un f-grafo acíclico mediante los pares 
(x, S(x)) para cada vértice x es excedente (fig. 5.32, a, b). Para la representa- 
ción sin exceso, partamos el f-grafo en fragmentos lineales, dentro de los 
cuales emplearemos como la función de examen la transición al elemento 
adyacente de la memoria e indicaremos la relación entre los fragmentos 
mediante las marcas (fig. 5.32, c). 

Para resolver los problemas de caracterización de la prefijación de los 
mografos por f-grafos de diferentes clases, introduzcamos relaciones de su- 
bordinación. Un mografo Y, se subordina a otro Y, en cuanto a una rela- 
ción de subordinación P; si se obtiene del Yz mediante una sucesión de 
limitaciones, contracciones, extensiones y convoluciones. Como una limita- 
ción del mografo se comprende la eliminación de algunas de sus palabras, 
como una contracción se comprende la eleminación de unos elementos del 
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portador, como una extensión se comprende la introducción de una palabra 
nueva que es la intersección de las ya existentes, como una convolución 
se comprende el encolamiento de todos los vértices de cierta palabra con 
la unión de sus pesos. La figura 5.33 (a, b, c, d, e) ilustra las operaciones 
introducidas. La relación de subordinación P! se usa para caracterizar 
mografos lineales y acíclicos. 

La relación de subordinación P}, salvo las operaciones usadas en Pi, 
incluye otra operación: la adherencia de la palabra, es decir, su sustitución 
por el complemento en el conjunto de los elementos del portador del 
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mografo (fig. 5.34). Además, impone la siguiente restricción sobre la opera- 
ción de extensión P*: se puede incluir solamente aquella palabra M que 
es la intersección de palabras M;, M; tales que su unión no forma todo 
el portador del mografo (la extensión posible). Esta relación de subordina- 
ción se usa para caracterizar los mografos cíclicos. 

El principio de localidad se cumple para las propiedades de linealidad 
y de aperiodicidad cuando se tiene la relación P; y para las propiedades 
de periodicidad cuando se tiene la relación Př- 

Teorema 5.7. (teorema de V. L. Tórjov). Para las clases de admisibilidad 
de los mografos las figuras prohibidas son los siguientes mografos: 1) Sy 
y Ka, para la propiedad de linealidad y para la relación de subordinación 
Pl; 2) Ka, para la propiedad de periodicidad y para la relación de subordi- 
nación P?; 3) Ss, Ki, Ks, para la propiedad de aperiodicidad y para la rela- 
ción de subordinación P!. E 

En las fig. 5.35 (a, b, & d) se aducen los mografos Ss, Ka, Kå, Ks. 

Los precedimientos de transformación de estas figuras prohibidas en 
las permitidas consisten o sea en la desintegración de un elemento del porta- 
dor x y la correspondiente partición del conjunto de las palabras £(x), que 
lo comprendían, en dos conjuntos E,(x) y Ez(x) (designaremos este procedi- 
miento mediante x(£,, Ez)), o sea en la desintegración de la palabra M; 
en dos M/ y Mi” con la correspondiente distribución de los elementos por 
estas palabras (lo designaremos mediante į (M; , M’ )). Los procedimientos 
de la transtormación de las figuras prohibidas en las designaciones acepta- 
das se unen en la tabla 5.15. 
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Tabla 5.15 
Procedimiento de transformación 
Figura 
prohibida 
extensión del portador extensión de la signatura 

20 3 Ia, 10) 

Ss sl, 3) Dx, 0) 
xl, 2) Xx, xa) 
200, 0, 2) 10%, x1) 

Ka 202, (1, 3) xo, 2a) 
xa, 2, 4) 30%, x3) 
xat, 4) Lx xo) 
al, 4) xa, xo) 

Ki 00, 4) 3, xo) 
xoll, (2, 3, 4) AX Xa Ms 20) 
20(2, (1, 3, 4) Aka, (1 Ls x0) 
220, (1,2, 4) Alo, (Xi Xa, x0)) 
xl 9 Mx, xo) 
a, 3) 2, xo) 
20, 9 3s, xo) 
xls, 6) Ha, xa) 

Ks Xll, (2, 3, 4, 5, 6) Soalan, x2)) 
x0(2, (1, 3, 4, 5, 6) Salo, x1)) 
200, (1, 2,4, 3, 6) EDC, xa) 
x0(4, (1, 2, 3, 5, 6) Sra, 29)) 
all, 2, 5), G, 4, 6) 


Se puede mostrar que estos procedimentos son básicos, o sea, cualquier 
otro procedimiento de transformación es una superposición de estos proce- 
dimientos. Para el modelo en total, los procedimientos dados de las figuras 
prohibidas no son unívocos. La equivalentización semántica de un mografo 
Y, en un mografo Y, con las propiedades dadas de admisibilidad se realiza 
con ayuda de un procedimiento habitual: construimos la tabla semántica; 
hallamos los cubrimientos; estimamos estos cubrimientos construyendo y 
colorando grafos especiales. Como resultado obtenemos un mografo que 
posee la propiedad dada de admisibilidad. Según ella, construimos el f- 
grafo correspondiente. Consideremos más detalladamente el algoritmo de 
la construcción de un f-grafo lineal según un mografo lineal (aceptemos 
que el mografo es conexo). > 
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Determinemos la relación de subordinación Pg sobre el portador de un 
mografo que (Xi, xy) € Pe, si Eœ) C EQy) (al mismo tiempo, no considere- 
mos las palabras de un elemento). Hallemos el conjunto de elementos mini- 
males X, de la relación de subordinación Pg. En él dejemos un elemento 
de cada uno de aquellos que integran las palabras iguales y, después, sola- 
mente tales elementos x, cuya eliminación junto con £(x) no hace inconexo 
el mografo. (Se puede mostrar que siempre no hay más de dos elementos 
de este tipo). Sea que se queden los elementos x; y Xw. Fijemos uno de 
ellos, por ejemplo, Xa, como un vértice final del f-grafo. Eliminemos otro 
elemento x, del mografo y lo introduzcamos en el f-grafo. Si el f-grafo ya 
tiene vértices, unamos el anterior vértice introducido x; con x; por medio 
de un arco. Continuemos realizando este procedimiento hasta que en el 
mografo se quede un vértice X». Lo tratamos de modo análogo. 


Examinemos el proceso de la equivalentización semántica del mografo Ya (véase la fig. 
5.29, c) en un -grafo lineal. Las figuras, prohibidas para la propiedad de linealidad, presentes 
en Yo, se dan en la fig. 5.36. Si el criterio es la minimización de la funcional p(Yo) igual 
a la potencia del portador Y», bajo la condición de no incremento de la potencia de la signatu- 
ra Ya, se puede aplicar sólo la transformación basada en la desintegración de los elementos 
del portador. La tabla semántica tiene forma (tabla 5.16): 


Tabla 5.16 


xxl, (2, 6) 


xQ, (l, 6) 


xx46, (1, 2) 


a 2) 


x( 3 


xl, 3) 


xl, 5) 


all, 4) 


xls, 5) 


al, (3, 4) 


aB, (1, 4)) 


x(4, (l, 3) 


22 
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i) 44,5) 


—O0—0—0—0-—0—0—0—0 
e 


Fig. 5.37 


Examinemos el cubrimiento x = [x9(2, (1, 6)), xa(l, (3, 4))). El cumplimiento de estas 
transformaciones en Ya conducirá al mografo lineal Ya (fig. 5.37, a). Construimos según el 
algoritmo propuesto, un f-grafo lineal que representa Y». Definamos la relación de subordina- 
ción Pr (fig. 5.37, b). Sus elementos minimales son xı, xa, xe, x. Eliminando de la considera- 
ción xı ó xa, con la palabra M llegamos al mografo inconexo. Fijamos el elemento xý como 
el vértice final del f-grafo. En el f-grafo introducimos el vértice xe, eliminándolo de Vo. Luego, 
volvemos a construir la relación de ordenación Pg (fig. 5.37, e). Sus elementos minimales 
son X1, Xy, xa, x$. Los tres primeros integran un conjunto de palabras; escogemos el elemento 
xs y eliminamos los demás de la consideración. Introducimos xy en el J-grafo (fig. 5,37, d). 
Continuando este procedimiento, construimos el /-grafo (fig. 5.37, e). 

El mografo Ya representa un sistema de listas invertidas para el fichero 
de un sistema informativo de biblioteca (véase la fig. 5.30). Si empleamos 
la organización normal de lista con la función linea! de examen, las listas 
invertidas (véase la fig. 5.31, a) ocupan 14 elementos de la memoria; si 


(1) (45) 


g Fig. 5.38 
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empleamos el emplazamiento óptimo que representa Ya (véase la fig. 5.31, 
b) se ocupan 9 elementos. De tal modo, el ahorro de la memoria sobre 
las listas invertidas aproximadamente es igual al 35%. 

Si el criterio es la minimización de la funcional p(Ya), igual a la potencia de la signatura 
Yo bajo la condición de no aumento de la potencia del portador Y., se puede aplicar sólo 
las transformaciones de las figuras prohibidas que desintegran las palabras, La tabla semántica 
tiene forma (tabla 5.17): 


Tabla 5.17 

h h h h bb k h h 
1 1u 0) 
t 1 t 1 Uxa, xs) 
1 t E] 
1 1a, 0) 
1 1 1 160, xa) 

4 
1 1 t t Ja, o) 
1 1 16, a) 
TAR 1 Mx, x3) 
1 Sta 0) 
+ 

1 o, xa) 


Uno de los cubrimientos que determinan una solución minimal es el cubrimiento no mini- 
mal (según el número de transformaciones) = = { 16x1, x3), lx», 19), Ks, xa), Ua, 20, 1%, 
x4)). Un grafo especial para la palabra M (todos los procedimientos desintegran sólo esta 
palabra) se da en ta figura 5.38, a. Su coloración con tres colores determina la desintegración 
minimal Mi: MÍ = |x, X2), M? = 1x0), MT = (xa); después de esto el mografo se hace 
lineal (fig. 5.38, b) y se representa mediante el f-grafo lineal (fig. $38, c). 


La solución de este problema permite, conforme al /-grafo construido, 
ordenar las inscripciones del fichero del sistema informativo de biblioteca 
(fig. 5.39) de tal modo que las inscripciones con los valores idénticos de 
la palabra clase se agrupan en el número mínimo de cadenas. Si en el fiche- 
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SS 
ERA NY SS 
SS 


Fig. 5.39 


ro inicial(fig. 5.30) había 10 cadenas de este tipo (para la palabra clave 
“métodos matemáticos” se tiene 1 cadena, para la palabra clave “automati- 
zación”, 2 cadenas, etc.), en el emplazamiento obtenido (fig. 5.39) hay 8 
cadenas de este tipo (para la palabra clave “métodos matemáticos” se tiene 
3 palabras, para las demás, una para cada una). De este modo, como resul- 
tado de la optimación durante el procesamiento del fichero, la acción rápida 
aumentó en el 20%. Para ambos criterios se ha obtenido la solución 
minimal. 


$ 5.6. Problemas y ejercicios 


5.1. Determinar la densidad de trabajo y la complejidad capacitiva de) algoritmo de la 
equivalentización sintáctica de un grafo no orientado en el de dos partes mediante la elimina- 
ción de aristas, si la funcional de la calidad es el mínimo de las aristas eliminadas. 

5.2. Comprobar el cumplimiento del principio de localidad para el problema de caracteri- 
zación de la transformación de grafo en uno de dos partes y para la relación de subordinación 
“ser subgrafo" (recordemos que un subgrafo se diferencia de un subgrafo parcial en que si 
no tiene algún vértice del grafo, no tiene aristas que le son incidentes en el grafo). ¿Forman 
un conjunto de figuras prohibidas los ciclos de longitud impar? 

5.3. Determinar una relación de subordinación que satisface el principio de localidad 
para el problema de caracterización de los grafos de Hamillon. 

5.4. Determinar una relación de subrodinación que satisface el principio de localidad 
para el problema de caracterización de los grafos de Euler. 

5.5. Proponer algoritmos de la equivalentización sintáctica, heuristica y semántica de 
los grafos no orientados en los de Euler. Comparar la densidad de trabajo y la complejidad 
capacitiva de algoritmos. 

5.6. Cumplir ta equivalentización semántica de un grafo G,, que es el complemento del 
grafo dado en la fig. 5.4(b), en el de dos partes Gz = (Va, U2) para los siguientes procedimien- 
tos de transformaciones de las figuras prohibidas en las permitidas y de las funcionales de 
ta calidad: a) eliminación de una arista de un ciclo impar, (Gz) = máx/U2l; b) desintegración 
de un vértice de un ciclo impar, (G2) = mín [Ya |. 

5.7. Demostrar que al eliminar las filas y columnas que se absorben (véase el $ 5.2), 
llo que se emplea para disminuir la densidad de trabajo para hallar el cubrimiento de la tabla 
semántica la solución minimal no se pierde. 
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5.8. Determinar si son inestables las figuras prohibidas los tipos A y 5, presentes en 
el mografo dado en la fig. 5.10, a. 

5.9. Demostrar que la solución del problema de la minimización teórica y estructural 
de la función 

SO A Xn Xa)li = V2, 3, 4, S, 8, 9, U, 12, 14, 15) 
por medio de un procedimiento propuesto en el $ $.4 y basado en la funcional (5.1) es absotuta- 
mente minimal. 

5-10, Demostrar que la solución del problema de la minimización teórica y estructu 
del sistema de funciones booleanas, dado por la tabla 5.12, mediante el procedimiento pro- 
puesto en el $ 5.4 y basado en la funcional (5.2), es absolutamente minimal, 

5.11. Determinar la descomposición paralela abstracta del dispositivo automático (véase 
la fig, 5.24, a), partiendo de la construcción del segundo dispositivo subautomático (que tiene 
cuatro estados), ¿Cambia el resultado de la descomposición? 

5.12. Cumplir la equivalentización semántica del mografo Y, (véase la fig. 5.30, c) en 
el cíclico Yo con la funcional de la calidad (el mínimo de las desimtegraciones) y mediante 
los siguientes procedimientos de la transformación de las figuras prohibidas en las permitidas: 
a) desintegración de un clemento del portador, b) desintegración de una palabra. 


Comentarios 


La lucha contra el sondeo de variantes en la solución de los problemas de la matemática 
discreta es uno de los más actuales del apoyo matemático moderno de los sistemas de trata- 
miento de la información, Se puede lograr éxito, sólo resolviendo el problema de caracteriza» 
ción de las transformaciones modelo en realización, Si el problema de caracterización no está 
resuelto se usa el enfoque heurístico de la optimación de los algoritmos combinatorios. 
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Elobjetivo de este manual consiste en prestar ayuda concreta alos estudiantesen el desarrollo 
delos hábitos para resolver problemas matemáticos del curso escolar de álgebra y trigonometría. 


La presencia del material teórico y ejemplos analizados detalladamente ofrece la posibilidad de 
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K. A. Ríbnikov 
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Los matemáticos, ingenieros, así como los especialistas en otras ramas de la ciencia, saben 
queal solucionar tos problemas prácticos con más frecuencia, se ven obligados a ocuparse de las 
estructuras discretas. Entre éstas citemos grafos, matrices, esquemas-bloque, redes eléctricas, flu- 
jos de transporte, sistemas de organización de la producción, flujos de información y muchos 
otras. Además, como es sabido, el funcionamiento dela mayoría de ordenadoresse basaenel prin- 
cipio del cálculo directo. 

El presente libro ofrece al lector los fundamentos de esta teoria que mantiene et titulo históri- 
camente formado, análisis combinatorio. 
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escolar de matemáticas. Contiene material teórico informativo y se examinan ejemplos de resolu- 
ción de los problemas, lo que permite hacer uso del presente manual para el estudio individual, 


